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Capitulo 2

Conjuntos numéricos

2.1. Numeros naturales y enteros

Los nimeros naturales forman el primer conjunto de nimeros que fue uti-
lizado por los seres humanos, tanto para contar objetos como para ordenarlos.
Por ejemplo, 1, 4 y 82 son nimeros naturales. El conjunto de los nimeros natu-
rales se denota con el simbolo N. Existe una controversia respecto a considerar
al cero (0) como un nimero natural, ya que en ciertas ramas de la matematica lo
consideran como tal, pero en otras no. En este texto vamos a excluirlo, es decir,
consideraremos

N={1,2,3,4,5,6,...}.

Usaremos la notacién Ny para denotar el conjunto de los nimeros naturales que
incluye al cero, es decir, Ng = N u {0}. El conjunto N puede representarse en
una semirrecta con puntos igualmente espaciados como se ve a continuacion:

Se tiene que N es un conjunto ordenado: un nimero natural es menor que
otro* si estd colocado a la izquierda de €l en la recta numérica. Por ejemplo, 5 es
menor que 7, lo que se escribe en simbolos como 5 < 7. De la misma forma, un
niimero natural es mayor que otro, si estd colocado a la derecha de él en la recta
numérica. Para denotar con simbolos que 6 es mayor que 3, se escribe 6 > 3.

Como ya mencionamos, N es un conjunto infinito que tiene un primer ele-
mento, pero no un dltimo. Cada nimero natural tiene un sucesor (es decir, otro

*Como explica el Diccionario panhispanico de dudas de la RAE, el segundo término de esas
comparaciones debe ir introducido por la conjuncién que (“El precio es mayor que 10”) o por la
preposicién de (“El precio es mayor de lo esperado”), pero censura el uso de la preposicién a (“El
precio es mayor a 10” X ).
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2.1. Numeros naturales y enteros

nimero natural que se encuentra justo a la derecha de él en la recta numérica),
y cada ndmero natural, excepto el 1, tiene un antecesor (el nimero natural que
se encuentra justo a su izquierda en la recta numérica). Por ejemplo, el sucesor
del niimero 5 en el conjunto de los niimeros naturales es el 6, mientras que su
antecesor es el 4.

Es claro que entre dos nimeros naturales hay una cantidad finita de nimeros
naturales, por eso se dice que el conjunto es discreto.

> Por simplicidad, diremos “los nimeros naturales” o “los naturales” para refe-
rirnos al conjunto formado por dichos niimeros. Lo mismo haremos con el resto
de los conjuntos numéricos que presentaremos en esta seccion.

Con respecto a la operaciones bésicas, recordemos que la suma y multipli-
cacién de nimeros naturales dan como resultado otro nimero natural, pero no
ocurre lo mismo con la resta y con la divisién. Aunque definiremos formalmente
mds adelante estas operaciones, todos conocemos ya su significado.

Para el caso de la resta, el resultado de restar dos nimeros naturales sera otro
numero natural siempre que el minuendo sea mayor que el sustraendo (es decir,
si m y n son nimeros naturales, entonces m —n € N siempre que m > n). Sin
embargo, no existe un nimero natural que sea el resultado de hacer la resta 3—18.
Puesto que este tipo de operaciones representan situaciones que aparecen en la
vida cotidiana (por ejemplo, si tengo una deuda de $18 y dispongo solamente de
$3 para entregar, el resultado es que sigo debiendo $15), se agregaron simbolos
que permitieran representarlas. Estos simbolos fueron el cero y los opuestos de
los naturales:

Z={..,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.

El conjunto Z es llamado conjunto de los niimeros enteros, y se representa en
la recta numérica de la siguiente forma:

Notar que podemos escribir
Z=7"u{0}uZ",

siendo Z~ = {...,-5,-4,-3,-2,-1} el conjunto de los enteros negativos, y
Z* ={1,2,3,4,5,...} el conjunto de los enteros positivos (o naturales). Asi,
el conjunto de los nimeros naturales esta contenido en el de los enteros.

Los enteros negativos se utilizan para describir valores que se encuentran por
debajo de un valor tomado como referencia: alturas por debajo del nivel del mar,
temperaturas bajo cero, pisos por debajo del suelo (como los edificios que tienen
uno o mas subsuelos disefiados para cocheras o depdsitos).

11



Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Al igual que los naturales, los enteros constituyen un conjunto ordenado,
infinito y discreto. La diferencia es que no tiene primer elemento, y todo nimero
entero tiene un antecesor y un sucesor entero.

Como antes, un nimero entero es menor que otro si estd colocado a la iz-
quierda de él en la recta numérica, y es mayor que otro si estd a la derecha de él.
Entonces, tenemos por ejemplo las siguientes relaciones:

-5 < =3; 3> -2; 0> -7, 3< 5.

Lo anterior se lee “—5 es menor que —3”; “3 es mayor que —2”; “0 es mayor que
-7y “3 es menor que 5”. Notar que todas las desigualdades pueden escribirse
y leerse de otra manera. Por ejemplo, la dltima puede escribirse también como
9 > 3, y leerse “5 es mayor que 3”.

Asi, si m y n son nimeros enteros tales que m es mayor que n, podemos
escribir indistintamente

m>n (6] n<m.

emads, el simbolo n < m se lee “n es menor o igual que m” vy significa que o
Ad 1 bol < lee “ 1 ’ fi

ien n < m, ien n = m. A ,m>n m igu
bien n < o bien Analogamente > n se lee “m es mayor o igual
que n” y significa que o bien m > n, o bien m = n. Por ejemplo, 2 < 5 es una
afirmacidén verdadera, y también lo es 2 < 2.

Ejemplo 11. Utilizando los signos de orden. Si el conjunto A se define por
comprension como
A={neN:n<5},

entonces A se escribe por extensién como A = {1, 2, 3, 4, 5}. Ahora, si consi-
deramos
B={neZ:n<5},

entonces B se escribe por extensién como B = {...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4, 5}.
Si definimos
C={neZ:-2<n<5},

entonces tenemos que C' = {-2,-1,0,1, 2, 3, 4}. Notar que en este dltimo caso
el entero 5 no pertenece al conjunto C, ya que en su definicién aparece un signo
“menor” (<) en lugar de un signo “menor o igual” (<). «

Las desigualdades como las que definen al conjunto C' del ejemplo anterior
se conocen con el nombre de doble desigualdad, y corresponden a cualquiera
que tenga alguna de las siguientes formas:

a<x<b, a<x<b, a<x<b, a<z<b.

En todos los casos se refiere a los valores de  comprendidos entre a y b, pu-
diendo incluir a uno, ambos o ninguno de estos valores “extremos”, segun si la
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2.2. Nudmeros racionales e irracionales

desigualdad es estricta o no: en el primer caso no incluye a ninguno, en el se-
gundo incluye a a pero no a b, en el tercero se incluye tanto a a como a b, y en el
ultimo a b pero no a a. Asi, el conjunto C' del ejemplo anterior puede escribirse
también de las siguientes formas equivalentes:

C={neZ:-2<n<4}={neZ:-3<n<4}={neZ:-3<n<5}.

No hay que olvidarse de la primera condicién “n € Z” que aparece en la defini-
cién de C, ya que estd diciendo que debemos quedarnos solamente con los ente-
ros que satisfacen la doble desigualdad (aunque atin no definimos otros nimeros,
sabemos que existen otros no enteros comprendidos entre los extremos dados en
cada caso). Teniendo en cuenta esto, también se puede definir el mismo conjun-
to C como

C={neZ:-2<n<4.3},

por ejemplo. Asi, la condicién n < 4.3 permite incluir al nimero no entero 4.3,
pero la condicién n € Z lo excluye. En lo anterior, como a lo largo de todo el
libro, se usard el punto como signo separador de los decimales (en lugar de una
coma).

Ejercicios 2.1

1. Ordenar de menor a mayor los siguientes nlimeros enteros:

12, -7, 4, 8, -2, 0, —15, 6.

2. Expresar por extension los siguientes conjuntos:

A={neZ:-5<n<4}, B={neZ:-2<n<6},
C={neZ:4<n<8.2}, D={neN:n<T}.

3. Utilizar desigualdades dobles para expresar los siguientes conjuntos:
E={23}, F={-2,-1,0,1,2,3,4}, G={7,8,9, 10, 11}.

4. Determinar si los siguientes conjuntos tienen un primer elemento. En caso de
tenerlo, indicar cual es:

H={neN:n>4.5}, I={neZ:n<8},
J={neN:n<8}, K={neZ:n>-3}.

2.2. Numeros racionales e irracionales

Asi como vimos que fue necesario agregar simbolos (los enteros) que repre-
senten el resultado de restarle a un nimero natural otro natural mayor o igual

13



Capitulo 2. Conjuntos numéricos

que el primero, veremos ahora un nuevo conjunto numérico, que permite repre-
sentar el resultado de dividir dos naturales cualesquiera. Es asi como surgen los
nimeros racionales, ligados con el concepto de fraccion. Si bien no se profundi-
zard aqui en el concepto de fraccion (ya que pertenece a la formacion bésica del
alumno), recordaremos brevemente la idea: si n, m € N, entonces en la fraccion
- el nimero m es llamado denominador y representa en cudntas partes igua-
les se ha dividido la unidad (el todo), mientras que n es llamado numerador
y nos indica cudntas de dichas partes se deben tomar. Por ejemplo, la imagen a

continuacion representa graficamente a la fraccién %

Cuando el numerador es menor que el denominador, la fraccion es llamada
propia y su valor es menor que 1. En caso contrario, es llamada impropia, siem-
pre que el numerador no sea un multiplo del denominador. Si el numerador es
un multiplo del denominador, la fraccion es llamada aparente, pues en realidad
representa un valor entero. Tanto las fracciones impropias como las aparentes,
corresponden a un nimero mayor o igual que la unidad.

2 T 21
5 5 3
propia impropia aparente

Dos fracciones -y 5 son equivalentes si representan la misma parte del
todo, y en tal caso se denota
n_p

m q
Por ejemplo, las siguientes fracciones son equivalentes, ya que todas representan

la mitad del todo:
1 2 5

2 4 10

Para definir formalmente el conjunto de los nimeros racionales, se gene-
raliza el concepto de fraccién permitiendo valores negativos. Precisamente, el
conjunto Q de los niimeros racionales se define como

n
Q:{— :n,meZ,mq&O}.
m
Es decir, es el conjunto formado por todas las fracciones con numerador y de-
nominador ambos nimeros enteros, y denominador no nulo (es decir, distinto
de cero). Dos fracciones equivalentes representan el mismo nimero racional.

: -n n : n
Luego, los racionales —* y — son iguales, y se los representa como —-. S0

14



2.2. Nuameros racionales e irracionales

CJ/ Lo siguiente resulta un criterio muy util para determinar si dos fracciones
son equivalentes o no: si n, m,p, q € Z con m, q * 0, entonces

= P gy solosing = pm
= =Lsiy q=pm.

Todo nimero racional en forma de fraccién de enteros puede expresarse en
base decimal. Desde el punto de vista numérico, la fraccién ;- posee una expre-
sion decimal, la cual se obtiene haciendo la divisién de n entre m. Las represen-
taciones decimales de niimeros racionales no enteros son de dos tipos: decima-
les exactos o decimales periédicos (puros o mixtos). Al alumno que no recuerde
estos conceptos u otros relacionados (como representacion de fracciones en la
recta numérica), se recomienda que haga un breve repaso de los mismos.

Notar que 7 = n para cualquier entero n, por lo que el conjunto de los

niimeros enteros representa un subconjunto de los racionales.

Una fraccion irreducible es aquella que no se puede simplificar (reducir),
lo que significa que no existe otra fraccién equivalente que se pueda escribir con
“nimeros mas pequefios”. Hablando en términos matematicos, una fraccién es
irreducible cuando el numerador n y el denominador m no tienen divisores posi-
tivos en comtn (ademads de la unidad), conn € Z y m € N, por lo que se dice que
estd escrita en su minima expresion. Para llevar una fraccién a su forma irredu-
cible, se divide tanto su numerador como su denominador por un mismo entero
que sea factor comun a ambos, hasta que sea posible. Este proceso es conocido
como “simplificar” la fraccién. Por ejemplo, la frac01on puede reducirse divi-
diendo por 6 tanto el numerador como el denominador, para llevarla a su forma
irreducible %

B = 2 ~» forma irreducible.
18 3

Cada fraccion se representa como un punto de la recta numérica, y se ubica
en una posicion intermedia entre dos niimeros enteros consecutivos. Podemos
comparar dos nimeros racionales cuyos denominadores son positivos de la si-
guiente manera:

siy solo si nqg < pm (m,q > 0).

3=

<P
q

Si se quiere aplicar el criterio anterior para racionales negativos, observemos
que, como se dijo antes, = - = =% para todo par de naturales n y m,

por lo que siempre podemos hacer que el numerador se “lleve” el signo menos,
obteniendo asi denominador positivo.

15



Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Recordemos que la suma y el producto de dos racionales se definen respec-
tivamente como:

_ ng+pm

LD np
q

m

)

33
ISk

n
m mq

=)

Una propiedad fundamental de los nimeros racionales que queremos recor-
dar aqui es la de orden denso*. Esta propiedad establece que:

\J
CJ/ Si x e y son dos nimeros racionales tales que x < y, entonces existe otro
racional z satisfaciendo x < z < y.

Esto dice que entre dos niimeros racionales hay siempre otro racional (lo
cual no es cierto con los enteros, pues entre dos consecutivos no hay otro entero
estrictamente comprendido entre ellos), y de esto puede deducirse que entre dos
numeros racionales (que pueden estar tan cerca entre si como se quiera), hay
infinitos racionales. Pero, ;cémo pasamos de decir que existe uno a que existen
infinitos? Muy simple, tomemos dos nimeros racionales = e y, y supongamos
que z < y. Sabemos entonces que existe z; € Q tal que = < z; < y. Volviendo
a aplicar el mismo razonamiento con el nuevo par de racionales z; e y (0 con
Ty z1), tenemos que existe otro nimero racional 2z tal que z; < 25 < y. De
esta manera podemos seguir, y encontrar una lista sin fin de racionales z; todos
diferentes, comprendidos entre z e y. Q

Sin embargo, a pesar de existir tantos niimeros racionales, se ha demostrado
que existen nimeros que no pueden expresarse como .-, para ningun par de
enteros n y m (m # 0). Estos nimeros son llamados irracionales, y son aquellos
cuya expresion decimal tiene infinitas cifras no periddicas. Algunos irracionales

“famosos” son

V2 = 1.41421356237 . ..

V/3 = 1.73205080756 . . .
7 = 3.14159265358 . ..
e =2.71828182845 . . .

El conjunto de todos los nimeros irracionales se denota con el simbolo I. Notar
que un nimero es o bien racional, o bien irracional, pero no puede ser ambas
cosas a la vez. Es decir, Q e I son conjuntos disjuntos, lo que denotibamos
comoQnl=g.

*Esta propiedad es a veces llamada densidad de los racionales, pero no es correcto, ya que la
densidad es una propiedad que relaciona un conjunto con otro, y no es una propiedad del conjunto
en si mismo.



2.3. Numeros reales

Ejercicios 2.2
1. Clasificar las siguientes fracciones seguin sean propias, impropias o aparentes:

3 7 9 9 3

¢4 3 4T

2. Determinar si los siguientes pares de fracciones son equivalentes o no. Justi-
ficar.
8

s s 3.9
24’

15
y —.

2 1 . 5
37 3Yu 1Y% 3V

3. Completar las casillas vacias de modo de obtener fracciones equivalentes:

4. Reducir las siguientes fracciones a su minima expresion:

L
8’ 24’ -3’ 21’ 60

5. G Un tanque tiene una capacidad de 1200 litros de agua. Indicar los litros
de agua que hay en % yen % del tanque, y realizar un grafico que ilustre estas
cantidades.

6. T‘ Se disponen de $2975 para organizar una cena, de los cuales se destinan %
para bebida y % para comida. Indicar cudnto dinero se usard en bebida y

cudnto en comida. ;Qué fraccion del total queda disponible para otros gastos?

7. ™™ En un supermercado hay dos marcas de leche. La leche marca A viene en
un envase de 600 cm?® que cuesta $24, mientras que el precio de la leche mar-
ca B es de $21 y contiene 700 cm?®. Hallar qué fraccién de un litro contiene
cada envase, y usarlo para determinar el valor del litro de cada marca.

2.3. Numeros reales
El conjunto de los nimeros reales es denotado por R, y se define como
R=Qul.
Es decir, todos los nimeros presentados anteriormente son nimeros reales. Pen-
sando a todos los conjuntos numéricos como elementos despojados de las ope-

raciones que estudiaremos en lo que resta de la seccion, tenemos la siguiente
representacion grafica:

17



Capitulo 2. Conjuntos numéricos

R

2.3.1. Operaciones y propiedades

Comenzaremos recordando las propiedades de la suma de niimeros reales.

% Propiedades de la suma. Para x, y y z reales cualesquiera, la suma satisface
las siguientes propiedades:

= Conmutativa: x + y =y + = (el orden de los términos no afecta al resul-
tado).

= Asociativa: z + (y + z) = (z +y) + z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro aditivo: = + 0 = z (sumar cero no afecta al nimero).

= Existencia de inverso aditivo: para cada x € R existe un unico elemento
en R denotado por —z, llamado opuesto de z, que satisface x + (—z) = 0.

A Con respecto a la existencia de opuesto, es importante notar dos cosas. La
primera es que no significa que —x sea un niimero negativo, sino que simple-
mente denota el opuesto del nimero x. Si x es negativo, entonces su opuesto —z
serd positivo. Por ejemplo, el opuesto de 3 es —3, mientras que el opuesto de —5
es 5. En simbolos, —(-5) = 5. Esto se escribe en forma general como

_(_I) =z,

y significa que el opuesto del opuesto de un nimero, es dicho niimero. Observar
que el opuesto del cero es €l mismo, y es el Unico entero que satisface ser el
opuesto de si mismo.

Lo segundo a remarcar es que si en lugar de R nos restringimos a un conjunto
mads pequeflo como el de los naturales N, entonces la propiedad de existencia de
opuesto dentro del conjunto no se cumple, ya que el opuesto de cualquier natural
es negativo, por lo que no pertenece a N. Si nos restringimos a Z, Q o I, si se
cumple.

Recordemos ahora las propiedades del producto de nimeros reales.



2.3. Numeros reales

%Propicdades del producto. Si z, y y 2z son reales cualesquiera, entonces
valen las siguientes propiedades para el producto:

= Conmutativa: x-y = y-x (el orden de los factores no afecta al resultado).
= Asociativa: z- (y-2) = (z-y) - z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro multiplicativo: = - 1 =  (multiplicar por 1 no afecta al nimero).

= Existencia de inverso multiplicativo: para cada x € R distinto de cero,
existe un unico elemento en R denotado por zto %, llamado inverso
multiplicativo o reciproco de z, que satisface z - z~% = 1.

A Al igual que con el elemento opuesto, si nos restringimos ahora a N o
incluso a Z, no se cumple que todo elemento tenga un inverso multiplicativo
alli. De hecho, ningtin entero, excepto 1 y —1, tienen inverso multiplicativo que
sea entero. Por ejemplo, el inverso de 5 es % (pues 5+ % = 1), el cual no es entero.
En cambio, si se cumple que todo nimero en QQ (distinto de cero) tiene su inverso
multiplicativo en @@, y lo mismo ocurre en I.

Observar que el inverso del inverso de un nimero distinto de cero, es dicho
, . 1N -1 .
ntmero. Por ejemplo, (57*)™ = (£) = 5. En forma general, si x # 0 entonces:

(x_l)_l =T.

A lo largo de todo el texto, como es usual, usaremos en forma indistinta la
notacién zy o x - y para indicar el producto entre = e y.

De las propiedades anteriores se puede deducir la regla de los signos:

w(-y)=(2)y=-(zy) y  (-2)(-y) =2y
La regla anterior se recuerda de manera “grafica” como:

+x ==

- ==t

Antes de pasar a las demds operaciones, recordemos una propiedad conjunta
de la suma y el producto:

= Distributiva del producto respecto de la suma: para cualesquiera ntime-
ros reales x, y y z, se tiene

x(y+2) =xy +x2.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Utilizaremos la suma y el producto para definir las demds operaciones: resta
o diferencia, division, potenciacion, radicacion y logaritmo.

P> Resta o diferencia. La diferencia entre dos nimeros reales = e y se
define como la suma entre x y el opuesto de y:
z-y=z+(-y).
De la definicién anterior se deduce que la diferencia no es conmutativa. Esto
significa que z — y # y — x. Por ejemplo:
3-5=3+(-5)=-2, pero 5-3=5+(-3)=2.

Ademés, la definicién implica que

x-(-y)=x+y.

\J
CJ/ De esto se sigue la conocida regla para eliminar un paréntesis que esta
precedido por el signo menos: hay que cambiar los signos de cada término dentro
del mismo.

Ejemplo 12. Hallar el resultado de (-2) +5— (1 + (-3) +2 - (-1 +2)).

Solucion:

(-2)+5-(1+(-3)+2-(-1+2))=-2+5-(1-3+2+1-2)
=-2+5-(-1)
=-2+5+1=4. «

No debemos olvidar la “jerarquia” de las operaciones: se debe calcular pri-
mero lo que estd entre paréntesis, corchetes y llaves. Las restas se calculan de
izquierda a derecha. Recordaremos luego el orden en que se realizan las opera-
ciones combinadas.

Al estar la resta definida mediante la suma, se obtiene facilmente la propie-
dad distributiva del producto respecto de la resta:

2(y—2) =x(y+(-2)) =ay+z(-2) = xy-xz.

> Division o cociente. El cociente entre dos nimeros reales x e ¥, con
y # 0, se define como el producto entre z y el inverso de y:

=z =x-y_1.

< | =

Y
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2.3. Numeros reales

El cociente % también se denota x : y. De la definicién anterior se deduce que la
divisién no es conmutativa: = : y # y : z. Por ejemplo:

10:5=2, pero 5:10= 3.
De hecho, si z = 0 entonces y : = no estd definido (no se permite dividir por
cero), mientras que x : y = 0 siempre que y sea distinto de cero.

De la definiciones de cociente e inverso multiplicativo, para = e y distintos
de cero, se concluye que

Yy
=

< 8|

Al estar el cociente definido mediante el producto, se obtiene facilmente la
propiedad distributiva del cociente respecto de la suma:

r+y

=(z+y)- 2t =az vyt = e
z oz

donde z # 0. Andlogamente se obtiene la propiedad distributiva del cociente
respecto de la resta:

A Un error frecuente es aplicar “al revés” la propiedad distributiva. Para el
caso general,

£+

T T T
y+z Yy z

Este y otros errores frecuentes se enuncian en el Ejercicio 5 al finalizar la sec-
cién.

Pasaremos ahora a la potencia y la radicacién, las cuales se definen en un
orden determinado, el cual esquematizamos a continuacién para organizar las
ideas:

| Potencias con exponente natural o cero |

|

| Potencias con exponente entero |—>| Raices con indice natural |

|

| Potencias con exponente racional |
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Luego analizaremos el caso de potencias con exponente real, pero de manera
no formal, ya que la definicidn precisa escapa a los contenidos de este libro.

» Potencia. Los nombres de los elementos que intervienen en una potencia
son solamente dos:

n ~——exponente

xX
base

> Como se indic6 en el esquema,
comenzaremos recordando la definicién de potencia con base real y exponente
natural: si x es un ndmero real y n un natural mayor que uno, la potencia z” se
define como el producto de x consigo mismo n veces:

n

o
n factores
Por ejemplo:
x2=x-x7 x?’:x-x-x, tt=xoxozon

En lo anterior, 22 se lee como “z al cuadrado”, > como “z al cubo”, y z* como
“x alacuarta”. La definicién de potencia se completa para todos los exponentes

naturales con z! =z (cason = 1).

Sin =0, se define 2° = 1 siempre que x # 0. Es decir, todo nimero no nulo
elevado a la cero es igual a uno, por definicién™:

Sin embargo, no existe definicién para cero elevado a la cero, por lo que 0° es
llamado una indeterminacion.

Ejemplo 13. Calculando potencias. Aplicaremos la definicién de potencia para
calcular las indicadas a continuacion:

23=2.2.2=8,
(=2)° = (-2)- (-2)- (-2) = -8,
24=2-2~2~2:16,
(-2)* = (-2)- (-2) - (-2) - (-2) = 16. «
*Esta definicion no es arbitraria sino que se origina a partir de la divisién de potencias de igual

base, en cuyo caso, como veremos luego, los exponentes se restan: si « # 0, a3 a8 = 2373 = 20

Pero por otro lado, todo nimero dividido por si mismo es uno, por lo que 3 : 3 = 2373 = 1.

Tgualando se obtiene 2 = 1, siempre que x # 0.
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2.3. Numeros reales

En el ejemplo anterior hemos combinado la definicién de potencia junto con
la regla de los signos. El procedimiento realizado nos permite concluir que cual-
quier ndmero real, ya sea positivo o negativo, elevado a un exponente par da
como resultado un nimero positivo. En cambio, si el exponente es impar, el
signo no se altera: un nimero positivo elevado a un exponente impar da como
resultado otro nimero positivo, y al elevar un nimero negativo a un exponente
impar se obtiene otro negativo. Entonces, para a > 0 y n natural, se tiene que:

sin es par;

(-a)" = { —(;z"), si n es impar. 2.3.1)

Ejemplo 14. Exponentes pares e impares. De la definicién de potencia tene-
mos que:
32=9,  2°=32.

Para bases negativas, aplicando (2.3.1) obtenemos
(-3)*=9, (-2)° = -32.
Notar que si a = 1, entonces
(-1)® =1 pero (-1)'""=-1,

donde en este caso lo tinico que import6 es que 180 es par, y 175 es impar. &

> Extenderemos ahora la definicién de po-
tencia a exponentes enteros (es decir, veremos qué significa, por ejemplo, 3.
Si n es un ndmero natural y  # 0, se define

Se pide x # 0 porque no es posible dividir por cero.

Ejemplo 15. Calculando potencias con exponentes enteros. Aplicando la de-
finicién, obtenemos:

11
273 _ =2
237 8’
11
-3)2= ==,
52 1 L9 (3\?
() ~Gpmom-(5) ¢
(3 %9
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

\J
CJ/ El proceso efectuado en el dltimo ejemplo se puede escribir en forma
general para obtener una regla para elevar fracciones a exponentes enteros ne-
gativos: hay que elevar la fraccién reciproca (es decir, la fraccién que se obtiene
“dando vuelta” la original, que no es mas que el inverso multiplicativo de ella),
pero ahora con exponente positivo:

p -n q n
( q ) - (p ) ’
Como caso particular de lo anterior con p = 1 tenemos que:

-n
NN
q
? En palabras, la férmula anterior nos dice que un denominador con exponente
negativo, se transforma en numerador con exponente positivo.

Ejemplo 16. Simplificando expresiones. Simplificar la siguiente expresion:

(5 )‘2 321

3 5372

Solucion: Primero aplicaremos las observaciones anteriores y la definicion de
potencia, y luego efectuaremos el producto:

-2 92 2 92 2 2.9.9.9. 6
R b

3

5

- 5 5:5-5 5%

A través de la definicién de potencia hemos adelantado en el célculo anterior
una de las propiedades que enunciaremos luego (pag. 28) para exponentes mas
generales: cuando se multiplican potencias de igual base los exponentes se su-
man. Lo hemos usado para exponentes naturales, y es una consecuencia directa
de la definicién:

2™ =X =X Tk = BT

n factores m factores n+m factores

Siguiendo el esquema planteado, antes de definir potencias con exponente
racional, necesitaremos la definicion de la radicacion con indice natural.

» Radicacion. Para n natural, decimos que un niimero r es raiz n-ésima
del niimero z, si satisface que

7" =%

Para los casos n = 2 y n = 3, estas raices se conocen como raiz cuadrada y raiz
cubica, respectivamente. Para el resto de los casos suelen utilizarse ordinales:
raiz cuarta, quinta, sexta, etc.
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2.3. Numeros reales

Ejemplo 17. Hallando raices.

= 2 es raiz cibica de 8, pues 2° = 8.
= -2 es raiz ctibica de -8, pues (-2)% = -8.
= 2 esraiz quinta de 32, pues 25 = 39

= 9 es raiz cuadrada de 81, pues 9% = 81. Pero también (-9)? = 81, por
lo que —9 también es raiz cuadrada de 81. Entonces, las raices cuadradas
de 81 son +9 (se utiliza el simbolo + para indicar tanto el valor positivo
como el negativo).

= Puesto que 2* = 16 y (-2)* = 16, 2 es raiz cuarta de 16, y —2 también.

= No existe ninglin nimero real que sea raiz cuadrada de —4, pues todo
ndmero real elevado al cuadrado da como resultado un niimero no negativo.

= No existe ningtin nimero real que sea raiz cuarta de —16, pues todo niime-
ro real elevado a la cuarta da como resultado un niimero no negativo. &

El ejemplo anterior, junto con (2.3.1), nos conducen a la siguiente conclusién
sobre las raices n-ésimas de un nimero z:

n
Par Impar
x
+ Positivo dos raices reales ¥ ¢ | una raiz real positiva 4
= Negativo no tiene raiz real X | una raiz real negativa 4

\J

CJ/ Como observamos en el cuadro anterior, si n es impar entonces para cada
nimero real z existe un inico nimero real r satisfaciendo ™ = z. Esto se denota
como ¥/z = r. Por ejemplo, ¥/8 = 2'y /-8 = —2. En cambio, si n es par y
positivo, existen dos valores reales satisfaciendo 7™ = x. Se llama raiz n-ésima
principal de = al Gnico nimero real positivo r que satisface dicha igualdad.
Utilizamos en este caso la notacién %/x = r para indicar a esta raiz principal.
Cuando n = 2, por convencién no se coloca el indice: 2/ se escribe como /.
Por ejemplo, v/16 = 4*. Ademds, para cada natural n tenemos que /0 = 0, pues
0™ = 0 sin importar el valor de n. Si = es negativo y n es par, el simbolo {/x no
esta definido, ya que no es posible encontrar ningin ndmero real r que verifique
r’" =z,

Llamamos radicaciéon al proceso de calcular la raiz n-ésima ¢/z de un
ndmero z, con n natural, siempre que sea posible. Los nombres de los elementos
involucrados en esta operacién son:

indice—,, o radicando

radical

*Es importante recordar que /2 no significa </z. Notar que +/z = x para todo x pues z* = x,

aunque la raiz n-ésima con n = 1 no resulta un caso interesante.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

A Repetimos que cuando aparece una raiz con radicando positivo e indice
par, el simbolo %/~ representa solamente al valor de la raiz principal (es decir,
el positivo). Este valor es el que arroja la calculadora en dicho caso . Por
ejemplo:

Vi =2, V81=3.
\/4_1=:t2, V81=13. X

Ejemplo 18. Resolver el siguiente ejercicio combinado:
2V/25 - V16 + 3V/32 - V/-8.
Solucion:

225 - V16 +3¥/32-Y/-8=2.5-2+3.2-(-2)
=10-2+6+2=16. «

> En el ejemplo anterior hemos tenido en cuenta la jerarquia de las operaciones
(es decir, el orden en que deben resolverse), lo que recuerda la conocida frase
“las sumas y restas separan términos”. Esto significa que primero se resuelven
las operaciones dentro de un mismo término, y por dltimo se realizan las sumas
y las restas:

4+10:2#14:2=7 X 4+10:2:,Z+10:2:4+5:9. 4

Como es sabido, los paréntesis, corchetes y llaves imponen su orden en las ope-
raciones.

> La definicién de raiz con indice natural
nos permite extender la definicién de potencia al caso de exponente racional. Es
4 3

decir, veremos ahora el significado de, por ejemplo, 5 0 " 7. Sean m € Z 'y
n € N tales que ”* es irreducible, y sea x € R. Se define

x% = zm.

en caso de que sea posible. Lo ilustramos a continuacién.

Ejemplo 19. Exponentes racionales.

4

23 = /24 = 3/16 *
1

[ ] 55:\/5

*Luego de ver las propiedades de la potencia y raiz simplificaremos esta expresion.
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2.3. Numeros reales

V/-1024 ~ no existe en R por ser indice par y radi-
cando negatlvo. «

El ejemplo anterior, junto a lo que ya conocemos sobre radicacion, nos con-
m

duce a las 3 posibilidades siguientes para  » cuando la base x es negativa:
= m par, n impar. Es un nimero positivo (pues ™ es positivo). v

m

= m impar, n impar. Es un ndmero negativo (pues £™ es negativo). 4

= m impar, n par. No tiene solucion en R (pues =™ es negativo). X

Notar que la opciéon m y n ambos pares se descarta en la lista anterior pues
en tal caso la fraccién 7 no estaria en su forma irreducible. Concluimos que
la potencia con base negativa y exponente racional irreducible solamente
existe cuando el denominador de dicho exponente es impar. <

A No hay que dejar pasar los dos requisitos sutiles pero fundamentales sobre
el exponente racional * establecidos en la definicién de potencia: el primero es
que al pedir m entero y n natural, es el numerador m el que se esta “llevando
el signo” de la fraccién. Por ejemplo, si el exponente es —%, tomamos m = —3
y n = 4. Esto se debe a que el denominador n pasa a ser el indice de la raiz, la
cual definimos solamente para indices naturales. El segundo requisito es que la
fraccidn sea irreducible. En realidad esto no serd necesario cuando la base sea
positiva, pero como veremos en el ejemplo siguiente, si la base es negativa y el
exponente no se encuentra en su minima expresion, podemos obtener resultados
absurdos.

Ejemplo 20. Se debe reducir el exponente. Supongamos que queremos calcu-

6
lar (-2)2 y no observamos que el exponente puede reducirse a 3. Entonces, si
aplicamos la definicién de potencia con exponente racional sin reducir la frac-

cién, obtenemos .
(-2)7 = /(2)F - Vi -s.

Sin embargo, si observamos que 3 = 3, tenemos

(-2)7 = (-2)* = (-2)- (-2) - (-2) =

obteniendo asi un resultado diferente al primero. Este dltimo es el correcto, pues
se obtuvo respetando la definicién. «
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Como se pudo observar, hay que tener cuidado con las bases negativas con
exponentes racionales, para no cometer errores que conduzcan a resultados inco-
rrectos. Para evitar estos inconvenientes, serd de gran utilidad la siguiente féormu-
la que relaciona una potencia con base negativa con otra cuya base es positiva,
siempre que el exponente sea irreducible y tenga denominador impar (que, co-
mo mencionamos antes, es el Unico caso que importa pues de lo contrario la
potencia no existe). Mds precisamente, sean m entero y n natural impar con
irreducible. Para x > 0 se tiene que

m
n

(—z)m = (-1)™z (2.3.2)

La férmula anterior serd una herramienta muy util para “deshacernos” de las
bases negativas.

Ejemplo 21. Eliminando bases negativas. Aplicando la férmula anterior, te-
nemos que:

IS

4 4
(-2)5 = (-1)"25 =25,
(—7)3 = (—1)573 (-1)-7%. «

La definicién de potenciacidn con base positiva y exponente real requiere
conceptos que escapan al contenido de este libro. Sin embargo, dichos concep-
tos tienen que ver con “aproximar” el exponente irracional mediante exponentes
racionales. Este proceso lo realiza la calculadora al “cortar” la cantidad de de-
cimales de un ndmero irracional en una cantidad finita de ellos. De esta forma,
aproxima por ejemplo al irracional 7 por el racional 3.141592654, y a /2 por
1.414213562. En otras palabras, todos los niimeros que uno ingrese en la calcu-
ladora se convierten en racionales (muy cercanos al nimero deseado). Entonces,
no resultara para ella un problema calcular 2™, 4V3 0 ¢V2, Usaremos el resultado
arrojado por la calculadora cuando se presenten estos casos. Por ejemplo,

2" ~ 8.82497782708.

El simbolo #~ indica que el valor no es exacto, sino que hemos redondeado la
expresion. Notar que 7 se encuentra entre 3 y 4, por lo que tiene sentido que 27
sea un nimero comprendido entre 2% = 8 y 24 = 16.

% Propiedades de la potencia con base positiva. Si z e y son reales positivos
y ¢, € R, entonces valen las siguientes propiedades:

= Producto de potencias de igual base: z?- 2" = z7*" (los exponentes se
suman).

= Division de potencias de igual base: z¢ : " = z97" (los exponentes se

restan).
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2.3. Numeros reales

= Potencia de otra potencia: (z")? = 2"? (los exponentes se multiplican).

= Distributiva con respecto al producto: (x-y)? = 27 - y.

= Distributiva con respecto al cociente: (z :y)? = 29 : y9.

= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando dentro del paréntesis hay una suma o resta:

X (z+y)?+a?+y9, g

X (w-y)t=at-y.
= Cambio de orden: z n = ( W)m paratodom € Z, n € N.

m m-k
= Invariancia por fracciones equivalentes: x » = x nk para todo m € Z,

n,keN.

Ejemplo 22. Aplicando las propiedades de la potencia.

5 1 2 512
m 83 -8 3.8

s (5-2)°=52.22=2522,  x>0.

(&)’-%-< aso «

2 23

Ejemplo 23. Cambiando el orden. Veamos un ejemplo de cémo funciona la
propiedad de “cambio de orden”. Si aplicamos la definicién de potencia para
2

calcular 273, primero tenemos que elevar al cuadrado y luego sacar la raiz cibi-

ca.
2 . .
273 = V272 =729 =9,

pero cambiando el orden de estas operaciones tenemos que
2 . 2
275 = (V/27) =382 =0.

Se obtiene asi el mismo resultado pero en una forma mads sencilla, por involucrar
nimeros mds pequefios al calcular primero la raiz, y elevar luego al cuadrado.
Por otro lado, la dltima propiedad de las potencias nos dice que el mismo re-
sultado se obtiene si el exponente no es irreducible, debido a que la base es
positiva:

4 X
276 = /274 = /531441 = 9,

como puede comprobarse mediante la calculadora. f «
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

@ Muchas de las teclas de las calculadoras cientificas tienen dos funcio-
nes: la que estd escrita sobre la tecla que se ejecuta directamente con ella, o la
que esté escrita por encima de ella (arriba). Para poder usar esta segunda funcién
es necesario oprimir antes la tecla o [INV]. Las calculadoras cientificas

actuales cuentan con una tecla cuya segunda funcién aparece como (o

[ X\Z en las mas antiguas), para calcular la raiz con cualquier indice. Sin embar-
go, algunas solamente traen teclas para calcular la raiz cuadrada de un niimero,
o la cubica. En tal caso, se puede pasar la raiz a potencia, y usar la tecla [ﬂ 0

, segtin el modelo. Por ejemplo, para calcular /729 podemos hacer 7295 .

A Cabe mencionar que las bases negativas se eliminan en las propiedades
anteriores ya que los exponentes racionales pueden llevar a cosas como

V(D (1) =V (-1) V(=)

que surgen tomando x =y = -1y q = % en la propiedad distributiva con res-

pecto al producto. En esta igualdad, el lado izquierdo tiene sentido pues es \/1,
mientras que el lado derecho no lo tiene pues no existen ninguno de los factores
en el conjunto de los nimeros reales. Ademads, aun pidiendo que las expresio-
nes tengan sentido, algunas propiedades no valen para bases negativas, como la
“potencia de otra potencia”. El ejemplo siguiente” muestra que si la aplicamos
en dicho caso, podemos llegar a algo absurdo.

Ejemplo 24. Cuidado con las bases negativas.

23
-27=(-27)" = (-27)3°2

3
2

- ((-2m3)" = (V202)? - (V7o)
2= (32)

[M][SH

Siguiendo la cadena de igualdades anterior, se obtiene —27 = 27, lo cual es
absurdo. &

? Sin embargo, si los exponentes fueran enteros entonces las propiedades si-
guen valiendo para bases negativas. Ademds, para exponentes racionales con
denominador impar, se puede usar la férmula (2.3.2) para pasar de bases nega-
tivas a positivas, y luego aplicar la propiedades. Hacer uso de esta combinacién
serd una herramienta muy util, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

“Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Exponentiation. Consultado en
agosto de 2018.
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Ejemplo 25. Eliminando bases negativas para aplicar las propiedades. Apli-
cando (2.3.2), se obtiene:

oot (1) st E4)

=(-1)-(2%)7-(2)
~(-1)-25 = (-1)-2 = -8, «

6
5

ot
e

=(~1)-25 -2

2
Ejemplo 26. Calcular (-8)3 utilizando la férmula (2.3.2) y la propiedad de
cambio de orden.

Solucion:

(=8)3 = (-1)283 - 1-(\3/5)2 =22= 4. «

1
En cuanto a las propiedades de la radicacién, puesto que /x = xn, estas
son inmediatas a partir de las propiedades de la potencia.

% Propiedades de la radicacion. Si n y m son naturales, y e y son reales
positivos, entonces valen las siguientes propiedades:

= Distributiva con respecto al producto: /z-y = V/x- /y.

= Distributiva con respecto al cociente: T\L/E = ng

» Raiz de otra raiz: \/ {/z = ™/x (los indices se multiplican).
= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando el radicando es una suma o resta:

X TFyE T+ T 8
X Ty T

= ;Cuidado al sumar o restar % y %! )

1 1
X x- %/x+ /T pues — + — £n+m,
n m

x
%

= Sin esimpar, /- = - {/z.

n Ypn = ( Q/E)n = x ~ es decir, son operaciones inversas cuando x > 0
(o x = 0). Si x fuera negativo vale lo mismo para n impar, pero hay que
tener cuidado para n par, y dicho caso se analiza en detalle en (2.3.3), en
la Seccion 2.3.4.

1 1
# "{/x pues — — — #n —m.
nom
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejemplo 27. Aplicando las propiedades de la radicacion.

. /3o 5 V5
16 -~ Vie 4 -

= V20 = V/20.

101 5
w Y7/T=73-72 =76 = V75 = /16807 (notar que el resultado no es
{5/7 , que es lo que se obtendria erroneamente al sumar los indices).

. V38 = (\8/5)8 =3,y v/(-3)7 = -3. Sin embargo {/(-3)8 # -3, como se
«

vera en (2.3.3).
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

> Logal‘itmo. Al igual que la radicacion con indice natural, el logaritmo
se define por medio de la potencia. El logaritmo en base a de un niimero x se
denota como

10 ga L «—— argumento

base
y lo que buscamos ahora es un exponente b al cual elevar la base a para obtener
el argumento z. Es decir, dados dos nimeros reales positivos a y x, con a # 1,
el logaritmo de x en base a es un niimero real b tal que a” = 2. En simbolos:

log, x = b siy solo si a’ =z
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2.3. Numeros reales

En lo anterior, el lado izquierdo log, x = b se llama expresion logaritmica,
mientras que el derecho a® = z se llama expresién exponencial.

Solamente se permiten bases positivas (distintas de 1), por lo que x también
deberd ser positivo. El exponente b puede ser negativo.

Ejemplo 33. Hallando logaritmos.
= log, 32 = 5, porque 2° = 32.
] log% 32 = -5, porque (%)_5 =2%=32.
= log,49 = 2, porque 7% = 49.

2
» logy, 9= %, porque 273 = 9.
log, 1 =0, porque a® = 1. <2

= log,a=1,porquea’ =a. < «

Ejemplo 34. Dos logaritmos especiales. Existen dos bases que son especiales
para los logaritmos: tienen notacién propia, nombre y hasta una tecla especial en
la calculadora. La primera es la base a = 10. En este caso el logaritmo se llama
decimal y se denota simplemente como logz (es decir, no se escribe log,, x
sino que la base se omite). Por ejemplo,

log 1000 = 3, porque 10° = 1000.

Otro logaritmo especial es el llamado logaritmo neperiano o natural, y es el
que tiene como base al nimero irracional e = 2.71828 ... El nimero e, y por lo
tanto el logaritmo que lo tiene como base, es muy importante en la matematica y
en otras ciencias, como se vera en capitulos posteriores. Para indicar el logaritmo
natural de un niimero positivo z, escribimos In z.

@ Las calculadoras cientificas tienen teclas para calcular estos dos logarit-
mos, identificadas como y , respectivamente. Con estas teclas podemos
por ejemplo obtener:

log42 ~ 1.623, In6 ~ 1.792, log 0.5 ~ —0.301, In0.5 ~ —0.693.

Cualquiera de las cantidades anteriores puede verificarse mediante la definicion.
Por ejemplo, para verificar la primera hacemos 101523, que nos da aproxima-
damente 41.98. Obviamente no se obtiene exactamente 42, pues se produce un
error debido al redondeo. «

En el siguiente ejemplo veremos cémo resolver el problema inverso: cono-

ciendo el logaritmo de un nimero, cdmo hallar dicho nimero. Esto se logra
aplicando la definicién de logaritmo.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejemplo 35. El problema inverso. Supongamos que sabemos que log, x =5y
queremos hallar z. Entonces aplicamos la definicién de logaritmo:

log, =5 siysolosi 2° = z.

Luego, el niimero buscado es = = 2° = 32. K

E En el ejemplo anterior no necesitamos calculadora porque los nimeros
eran sencillos, pero en otros casos puede ser que si la necesitemos. Por ejemplo,
supongamos que buscamos el nimero x que satisface Inx = 0.3. Esto ocurre
si €93 = z, y empleando la calculadora se obtiene = ~ 1.35. Para ello hemos
utilizado la tecla cuya segunda funcién aparece como o , segun el
modelo. También estd la tecla con segunda funcién correspondiente a [@ 0
[@, que nos permite por ejemplo hallar x sabiendo que logx = —1.3. Es decir
que z = 10713 »~ 0.05.

También puede ocurrir que, conociendo el resultado del logaritmo y el niime-
ro z, el problema sea hallar la base, como ilustramos a continuacidn.

Ejemplo 36. En busca de la base. ;Cudl es la base a tal que log, 25 = 2? Por
la definicion de logaritmo sabemos que

log, 25 = 2 siy solosi a® = 25.

Es decir, buscamos un niimero positivo a tal que elevado al cuadrado se obten-
ga 25. Es fécil deducir que a es 5. &

De las propiedades de la potencia se deducen las siguientes propiedades del
logaritmo.

%Propiedades del logaritmo. Si a, x e y son reales positivos con a # 1,
entonces vale lo siguiente:

= Logaritmo de un producto: log,(x - y) = log, x + log, y.
= Logaritmo de un cociente: log, % =log, = - log, y.

= Logaritmo de una potencia: log, (z9) = qlog, x, para todo ¢ € R.

log, (%) = q

408t _ } ~ es decir, son operaciones inversas.

» log,z=1log,y siysolosi z =y.

log, =
log, a’

= Férmula de cambio de base: log, = = paratodo b >0,b # 1.
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2.3. Numeros reales

Ejemplo 37. Aplicando las propiedades del logaritmo. Usar las propiedades
anteriores para expresar lo siguiente en términos de un tinico logaritmo:

logg x + 4logg y — logg 2, xz,y, z>0.

Solucion: Aplicamos las propiedades del producto, la potencia y el cociente,
para obtener

logg x + 4logg y — logg 2 = logg x + logg (y4) —logg 2
=logg(x - yh) - logg 2

a4
:1og6(xzy ) «

Ejemplo 38. La calculadora y la formula de cambio de base La mayoria de

las calculadoras cientificas nuevas disponen de una tecla para hallar el
logaritmo de un nimero en cualquier base. Sin embargo, algunas calculadoras
solamente cuentan con las teclas para calcular logaritmo decimal y neperiano.
En ese caso, la férmula de cambio de base nos permite calcular el logaritmo en
cualquier base a mediante las férmulas:

1 1
log, x = ogm) o bien log, x = 2T
loga Ina
Por ejemplo,
log81 1In81
logs 81 = —8°0 = 200 4973,
log 5 In5
lo cual podemos verificar haciendo 527 ~ 80.94. &

A La propiedad del producto de logaritmos dice que “el logaritmo de un pro-
ducto es igual a la suma de los logaritmos”, que no significa que “el logaritmo
de una suma sea igual al producto de los logaritmos”. Es decir,

log, (x +y) # log, x -log, y.
Lo mismo vale para la resta, es decir,

al

I ¢
og,(z-y) loga

Este es un error muy frecuente, por lo que hay que tener cuidado de no cometer-
lo. Todas las propiedades estudiadas hasta ahora serdn fundamentales para lograr
resolver ecuaciones en capitulos posteriores.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejercicios 2.3.1

Para los ejercicios de esta seccion, supondremos que las letras representan
siempre nimeros positivos.

1.

38

Hallar el resultado que se obtiene al realizar las siguientes operaciones com-
binadas:

(@ 2+3-4-((-3)-2+4-3-5)

(b) 4(3-5)-322% + 7\/25

() 343 -5(4-6-3- \/_)

(d) log232+( ) + /45 - (-3)

352

(f) V112-2/63+2

(g) V/45:3/93

(h) S — (log, (2771))"
23—10g5(572)

O

. Simplificar las siguientes expresiones:

@ o?y 2273 L (y7)?
ZE_SySIL’4

(b) T=55

(©) Vada i/ ¥ara!
25 .3

@) Teroag

(€) VaZa+2va8a® -3Va 343

. Racionalizar los denominadores y simplificar cuando sea posible:

© v
a’bc3

) 5= 7=

. Aplicar las propiedades para reescribir cada expresion en términos de un ni-

co logaritmo:



2.3. Numeros reales

(@) 4lnz +  In(z +3)
(b) 5logx +2logy —3logz
(c) log, (a3) +log,4-5logy
(d) 5log,(z +1) +2log, (2*) - log, =
5. ARl objetivo de este ejercicio es evitar cometer los siguientes errores”, que
son tan graves como frecuentes. Hallar ejemplos que prueben que:

n+p
m+q

@ +2#
(b) ;f #p
(© -
@ o+ 1%
€ a”-a"™£a"m

() 2% +an

(@ (z+y)?+a?+y?

(h) /TFG# T+

(i) V- rE o

() log(z +y) #logzx +logy
(k) log(z +y) # logz-logy

logx x
()] sy * log "

(m) (logz)"™ #nlogx

6. & La dosis para el gato. Natalia llevé a su gato al veterinario porque se
encontraba enfermo. Para su cura, le receté un medicamento cuya dosis en
miligramos depende del peso en kilos (x) y de la edad en semanas (y) del
gato. La dosis diaria que debe administrarle del medicamento se calcula como
x? + 92, siendo letal si se le administra una cantidad mayor. Natalia realizé el
célculo y concluyé que a su gato de 36 semanas y 4 kg de peso, debia darle
una dosis diaria de 1600 miligramos. Por fortuna, una amiga le advirtié que
habia cometido un error en ese célculo, el cual podria haber producido una
muerte por sobredosis. ;Cudl fue el error que cometié Natalia en el cdlculo?

7. Calcular (-2)* y —2%. Comparar los resultados.

8. Calcular (-2)3 y —23. Comparar los resultados. Establecer la diferencia con
respecto al ejercicio anterior.

*Se enuncian para la suma, pero tampoco son validas para la resta.

39



Capitulo 2. Conjuntos numéricos

9. Determinar el error en el siguiente razonamiento (indicar cudl/es igualdades
son incorrectas):

5 5 5 5
L@ () e ()t @ (vD) e i e
10. Determinar cudl de los dos razonamientos es el correcto y justificar:

(-2)% = \/(~2)10 = /1024 = 32;
(-2)% = (-2)° = (-2)(-2)(-2)(-2)(-2) = -32.

2.3.2. Notacion cientifica

La notacion cientifica, también conocida como notacién en forma expo-
nencial, es una manera “compacta” de escribir nimeros demasiado grandes o
demasiado pequefios, los cuales son frecuentes en muchos campos de la ciencia.
Por ejemplo, tenemos los siguientes valores aproximados:

= Masa de la Luna: 74000000000000000000 toneladas.

= Distancia de la Tierra al Sol: 150000000 km.

= Masa de un protén: 0.0000000000000000000000000016726 kg.

En dichos nimeros, muy grandes o muy pequefios, hay una gran cantidad

de ceros, ya sea a la derecha o a la izquierda. Estos ceros pueden representarse
como potencias enteras de 10, por ejemplo:

1
10° = 100000, 107* = — =0.0001.
104

En forma general, si n es un ndmero natural entonces

10" = 10---00 , 107" =0.00---001.
—— ————
Un 1y n ceros n—1 ceros y un 1

> Entonces, multiplicar un nimero por 10" desplaza el separador de decimales
(en este caso el punto) n lugares hacia la derecha, mientras que multiplicar por
107" lo desplaza n lugares hacia la izquierda:

2.5 x 107 = 25000000, 2.5 x 107* = 0.00025.
— — ——
7 lugares 4 lugares

Lo que hicimos fue precisamente expresar un nimero muy grande y uno muy
pequeiio en notacidn cientifica. Formalmente, se dice que un nimero positivo x
estd escrito en notacion cientifica si estd expresado en la forma

m x 10",

siendo m un entero y m un nimero racional tal que 1 < m < 10. El exponente n
es llamado orden de magnitud.

40



2.3. Numeros reales

Ejemplo 39. Utilizando notacion cientifica.

= Masa de la Luna: 7.4 x 10'° toneladas.
= Distancia de la Tierra al Sol: 1.5 x 108 km.

= Masa de un protén: 1.6726 x 10727 kg. «

@ Las calculadoras también utilizan notacién cientifica para expresar
nimeros muy grandes o muy chicos. La forma de indicarlo depende del mo-
delo de la calculadora, pero las posibles opciones de salida para, por ejemplo,
6.8954 x 10*° son las siguientes:

6.8954%x1013, 6.8954 15, 6.8954E15.

Reciprocamente, para ingresar en la calculadora un niimero en notacién cientifi-

ca, se utilizan la tecla |! en las mas modernas, o la indicada como ||

—

en las mds antiguas, muchas veces ubicadas a la izquierda de la tecla ||

Ejercicios 2.3.2

1-4. Expresar en notacion cientifica las cantidades dadas.
1. 2650000000000000000 metros.

2. 0.00000000000000000000015 kilogramos.

3. 10204000000000000000000000000 litros.

4. 0.0000000000000000000000102 gramos.

5-9. Escribir cada nimero dado en notacién decimal.
5. 3.5674 x 10°

6. 1.23x 1078

7. 6.4x10°

8. 8.2x1076

2.3.3. Orden en los numeros reales

En el conjunto R tenemos definida una relacion de orden que denotamos
como antes con el simbolo < (menor). En términos no formales decimos que
a < b(ob > a)sial ubicar ambos puntos en la recta numérica, a queda a la
izquierda de b. Como antes, a < b significa a < b 0 a = b. Esta relacién de orden
satisface las propiedades enunciadas a continuacién:
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

» Tricotomia: dados dos nimeros reales a y b, entonces se cumple una y
solo una de las siguientes opciones:

a<b, a=b, b<a.

= Transitiva: sia < by b < ¢, entonces a < c.

>
EJ/ Las operaciones estudiadas previamente producen un efecto en el orden
entre dos nimeros reales: algunas lo mantienen, otras lo invierten. En cualquiera
de estos casos, esto se conoce como monotonia de la operacidn, y enunciamos
el efecto de cada una a continuacion:

= Suma (o resta): si a < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todo nimero real c.

= Producto (o cociente): si a < b, entonces ac < bc cuando ¢ > 0, pero
ac > be cuando ¢ < 0.

= Potencia (o radicacion): si ¢ >0y 0 < z < y entonces z¢ < y9.

= Logaritmo: si 0 < = < y, entonces log, x < log, y cuando a > 1, pero
log, = >log,y cuando 0 < a < 1.

A La monotonia del producto dice que multiplicar ambos lados de una de-
sigualdad por un nimero positivo, no cambia el sentido de la misma. Sin embar-
g0, si multiplicamos por un nimero negativo, la misma se invierte. Algo similar
ocurre con el logaritmo, el cual preserva el orden cuando la base es mayor que
uno, pero lo invierte en caso contrario.

El conjunto de todos los nimeros reales puede representarse graficamente
como una recta numérica, como se indica a continuacion:

|
ot
|
B
|
w
|
[\
|
—
o
=
[\
w
S
(S o

Existe una forma simple de expresar el conjunto de los nimeros reales que
satisfacen una desigualdad doble o simple, y es mediante intervalos. Por ejem-
plo, si a 'y b son dos nimeros reales con a < b, el conjunto

J={zeR:a<x<b}

puede escribirse de manera mds simple mediante el intervalo abierto (a,b),
que representa la parte de la recta comprendida entre a y b, como lo indica el
siguiente grafico:

SIF N

N
7
b
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2.3. Numeros reales

Si las desigualdades no fueran estrictas, es decir, si se incluyeran los extre-
mos a y b, entonces el conjunto resultante se llama intervalo cerrado [a, b]:

F={zeR:a<x<b}=[a,b],

cuya representacion grafica es

m
i

Si se incluye solamente uno de los dos extremos, el conjunto resultante se llama
intervalo semiabierto y se denota como (a, b] si incluye a b pero no a a, y como
[a,b) en el caso inverso. Ilustramos ambas posibilidades a continuacién:

4 |

N o4

a

C Al

L P4

Finalmente, podemos tener conjuntos de la forma

A={zeR:z<a}, B={zeR:z>a},
C={reR:x<a}, D={zeR:x>a},

en los que solamente hay una desigualdad. El conjunto A se escribe en forma
de intervalo como (-0, a), y B como (a, c0)*. Ambos determinan semirrectas
abiertas en la recta numérica. El simbolo oo se lee infinito y no representa un
nimero. Similarmente, el conjunto C' se escribe como (—o0, a], D como [a, c0),
y determinan semirrectas cerradas. En el siguiente grafico ilustramos los con-
juntos By C":

SV N

A
Q 4

>
CJ/ Resumiendo, utilizamos corchete para indicar que el extremo del intervalo
estd incluido, y en caso contrario usamos paréntesis. Una forma alternativa de
representar estas situaciones en la recta real es utilizando un circulo “lleno” en

*Aunque, al igual que con los nimeros reales, el signo + colocado delante es redundante, a
veces suele escribirse (a,+o00) para indicar este conjunto. Similarmente, suele escribirse también
[a, +00) para indicar el conjunto [a, o0).
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

lugar de corchete, o uno “vacio” en lugar de paréntesis, como puede encontrarse
en otros textos. Puesto que los simbolos oo y —oco no representan nimeros reales,
siempre deben ir acompafnados con paréntesis, y nunca con corchete. Asi, otra
forma de denotar al conjunto R de los niimeros reales es mediante el intervalo
(=00, 00).

Ejemplo 40. Representacion grafica de intervalos. En el primer grafico re-
presentaremos los conjuntos

A={zeR:-4<x2<0} y B={reR:z>2}.

Il 1 4 L L L . 1 Il iE L L L L

T T \ T T T -ll T IL T T T T

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
A = (-4,0] B =[2,00)

Por otro lado, los conjuntos
C={xeR:x<-2} y D={reR:2<x<6}

se representan graficamente como:

“ L L L L AY] l I l L L L L N

T T T T y T T T LN T T T yl

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
C = (-00,-2) D =(2,6)

Finalmente, representaremos graficamente los conjuntos
E={zeR:-4<x<1} y F={zeR:5<z<5}

l I L L L L L | I | - L N l

T T = T T T T .| T | T pl T

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
E=[-4,1] F=[%5)

«

> En capitulos posteriores, serd fundamental comprender el resultado de la
unién y la interseccion de intervalos. Para ejercitar esto, se recomienda en parti-
cular la resolucion del Ejercicio 4 de la lista siguiente.
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2.3. Numeros reales

Ejercicios 2.3.3
1. Completar con el signo menor (<) o mayor (>) seglin corresponda:

(a) 5 8, entonces 5 — 2 8-2.
() 5 8, entonces 5 - (-2) 8-(-2).
(c) 2 (-3), entonces 2 - 4 (-3)-4.

@ (-4) (-3), entonces (-4) - (-2) (-3)-(-2).
(e) 5 3, entonces 5% 3%

(f) 4 6, entonces 43 6°.
(g 4 6, entonces logs; 4 log 6.

(h) 4 6, entonces log1 4 log1 6.
3 3

2. Escribir en forma de intervalo los siguientes conjuntos y representarlos en la
recta numérica:
A={reR:-2<x<3}, B={reR:x >4},
C={zreR:0<z<4}, D={xeR:z<-2}.

3. Utilizar desigualdades para expresar los siguientes intervalos, y representar-
los en la recta numérica:

(2,5), [2,00), [-2,1), (-00,0), (-6,-3].

4. Hallar y representar graficamente la unién y la interseccion de los siguientes
pares de intervalos:

(a) (_2a3) y [Oa 5]
(b) [3,8)y [8,11].
(C) (_3’2] y [2’6)

2.3.4. Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real z se indica con |z| y se define como

2] = x, sixz>0;
") -z, siz<O.

Es decir, si un nimero x es positivo o cero, su valor absoluto es igual a él, pero
si el nlimero x es negativo, entonces su valor absoluto es el opuesto de x, el cual
ahora es positivo. Por lo tanto el valor absoluto de un nimero es siempre positivo
0 cero, pero nunca negativo. Por ejemplo, |3| = 3 mientras que | — 5| = 5.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Haremos ahora una interpretacion geométrica del valor absoluto. Para ello,
observemos que |3| = |- 3| = 3. Si ubicamos el 3 y el —3 en la recta numérica, ob-
servamos que ambos se encuentran a 3 unidades de distancia del cero, el primero
hacia la derecha y el segundo hacia la izquierda.

PN ] ]
T hd T T

|
w
- -

—w o

3 unidades 3 unidades

Geométricamente, || representa la distancia del nimero « al cero.

Consideremos ahora dos nimeros reales = e y. Nos preguntamos si la canti-
dad |z - y| nos da alguna informacién sobre dichos niimeros. Analicemos para
ello los siguientes casos:

wsiz=5,y=2]x-yl=5-2/=3;

“siz=2y=5lr-y|=[2-5|=|-3|=3

= siw=5.y=-2fo-y|= - (-2 =5+2 =T

“ siw=-5y=-2lo-yl=|-5-(-2)|=|-5+2 | -3 =3

psiz=-5,y=2,|lr-y|=]-5-2|=|-7="T.

Si graficamos en la recta numérica los casos anteriores, podemos comprobar lo
siguiente:

Geométricamente, |z — y| representa la distancia entre
los nimeros x e y.

> Observar que |z +y| = |z — (—y)|, lo que junto a lo anterior implica que |z + |
representa la distancia entre x y —y (el opuesto de y).
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

A Como se menciond anteriormente, la comprension del valor absoluto serd
fundamental al momento de resolver ecuaciones. Por eso, la observacion si-
guiente evitard cometer un error frecuente:

V32 =1/9=3,

pero también
V(-3)2=V9=3.

Lo mismo ocurre con cualquier otro exponente par:
V(=2)*= V16 =2.
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2.3. Numeros reales

El error frecuente consiste en “cancelar” el indice con el exponente para obtener

{/(—2)4 =2 X

Si el exponente es impar entonces no tenemos este problema de signos:

\J
CJ/ De lo anterior concluimos que si « € R y n es un niimero natural, entonces:

t/zn = { ], sl e pa (2.3.3)
x, S1 7y €S 1mpar.

Ejercicios 2.3.4
1. Hallar:
(a) 3|-5|
(b) |-1-6]
(© -|-9/+1
(d) [2+3(-2)]
(€ -|(-2)7
® (-l(-2))*

2. Utilizar la definicion de valor absoluto para reescribir las siguientes expresio-
nes:

(@) |z -2

(b) 23— 2| +5
() [2y-3[-1
d) -4z +1]
(e |-xz-1+2

3. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeR:|z|<3}, B={zeZ:|x|<3}, C={zxeN:|z|<3}.
4. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeR:|z|>2}, B={zeR:|z|<4}, C={xeZ:|z|>1}.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

5.

10.

11.

12.

52

Reescribir los siguientes conjuntos como intervalos o como unién de dos
intervalos, segtn corresponda:

A={zeR:[z|]<1}, B={zeR:|z[>1i},
C={zeR:|z|>2}, D={xeR:|zx|<3}.

. Utilizar las propiedades del valor absoluto para reescribir las siguientes de-

sigualdades:

(@ |[z-2|<4
(b) |3z +1]>2
(c) [3y| <6

@ [-y+1][>2
(e) [t+5]<2

. (Qué valores de x en R satisfacen |z| < —=3? ;Cuéles cumplen |z| > -3?
. Demostrar que |« — y| # |z| - |y| y que |z + y| # |=| + |y].

. Utilizando las propiedades del valor absoluto para = € R, seleccionar la op-

cién correcta en cada caso:

@ |-z+1|=z-1 |-z+1|=]-2-1] |-z+1|=|z+1]
(b) |z +3|=]|z|+3 |z +3|<|z|+3 lz+3|<x+3

(¢) 12z-3|<|2z|-3 20 -3| <2z +3 |22 - 3| < |22]+3
(d) |3z -6| =3z -6 |3z - 6] = 3|z — 2] |3z - 6] =-3| -z +2

Marcar en cada caso la opcién correcta:
(a) Ladistancia entre 2y —4 es
2 -4] [2+4] 2[-|-4|
(b) La distancia entre -3y —6 es
|- 3[+-6] |-3-6] |-3+6|

A Jenaro, Zoe y Mateo viven a lo largo de una calle recta. Si sabemos que
Jenaro vive a 5 cuadras de Zoe y a 2 cuadras de Mateo, jcudl es la mdxima
distancia a la que pueden encontrarse entre si las casas de Zoe y Mateo?
Justificarlo usando las propiedades del valor absoluto, y realizar un grafico
que ilustre la situacion.

Hallar



2.3. Numeros reales

13. A Buscar valores adecuados que prueben que las siguientes afirmaciones
son incorrectas:

(a) Siz <y, entonces |z| < |y]. X
(b) Si |x| < |yl, entonces z < y. X

(c) Si|z|<|y|, entonces |z + z| < |y + z|. X
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Capitulo 3

Polinomios y expresiones
racionales

3.1. Polinomios

Los polinomios son objetos muy frecuentes en todas las ciencias que utili-
zan a la matemadtica como herramienta. Las ecuaciones y funciones que involu-
cran polinomios tienen aplicaciones en una gran variedad de problemas, desde
la matemadtica elemental hasta la fisica, quimica, economia, arquitectura y areas
relacionadas con la biologia y la salud.

Trabajaremos aqui con polinomios de una sola variable, es decir, un valor
que puede ir cambiando (a diferencia de las constantes, que denotan un valor
fijo). Simbolizaremos aqui con x a la variable, pero, por supuesto, puede elegirse
cualquier otro nombre. Esta variable puede tener exponente pero este debera
ser un nimero natural o cero, y podra también estar multiplicada por cualquier
constante real (niimero fijo llamado coeficiente). Un polinomio de una variable
es una suma finita de este tipo de expresiones. Mds precisamente, un polinomio
en x con coeficientes reales es cualquier expresion de la forma

ao + a1 + axx’ + - + apz™,
siendo los ndmeros reales ag, a1, .. ., a, los coeficientes del polinomio.

El subindice en estos coeficientes es una notacién que nos indica a qué po-
tencia de = acompaiia cada uno: ag multiplica a 2%, ag a 2°, a7 a 27, y asf su-
cesivamente. Por eso, a; se denomina coeficiente de grado k. El coeficiente de
grado 0, ag, también recibe el nombre de término independiente o constante,

ya que 2° = 1y, por lo tanto, la variable “desaparece” en dicho término.

Cada término a,z* que compone al polinomio se llama monomio. Por lo
tanto un polinomio es simplemente una suma de monomios.
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3.1. Polinomios

Los siguientes son ejemplos de polinomios:
3x4—2m+%, 7rx7+5x2, 3, 8x +1, 2 —\/3z. v

En cambio, estas expresiones no son polinomios:

_ 1 1
z 2+ 3z, o r2 -5, e -z K
4 +3x+1

Notar que cada nimero real puede ser visto como un polinomio, y es llamado
polinomio constante. El caso especial del cero recibe el nombre de polinomio
nulo.

Para ponerle nombre a un polinomio escribimos, por ejemplo,

p(z) =zt - 227 + 1, q(z) =z -3+2? r(x)z?md—x2+%x+5.
Es decir, los nombramos con alguna letra e indicamos entre paréntesis cOmo
hemos llamado a la variable, la cual, como ya mencionamos, no necesariamente
debe llamarse z:

s(t)=t* -3t +1,

es un polinomio con ¢ como variable.

El grado de un polinomio no nulo p, denotado como gr(p), se define como
el exponente mds grande al que aparece elevada la variable, siendo su coeficiente
no nulo. Por ejemplo, para los polinomios dados arriba tenemos que

gr(p) =4,  gr(¢)=2, gr(r)=3,  gr(s)=2.

En particular, los polinomios constantes pero no nulos tienen grado cero, mien-
tras que el polinomio nulo no posee grado. <»

Cuando se define el grado de un polinomio se aclara “siendo su coeficiente
no nulo”. Esto se debe a que, por ejemplo, podemos escribir

p(x)=a"-22%+1=02"+ 2 — 22 +1=02" + 2? - 222 + 1,

y de esta manera no podriamos determinar el grado. Pero, como se indica, para
ello se tienen en cuenta solamente los términos cuyos coeficientes sean distintos
de cero.

Si un polinomio tiene grado n, entonces a,, se denomina coeficiente princi-
pal del polinomio. Asi, por ejemplo, en los polinomios anteriores el coeficiente
principal de p es 1, al igual que el de g y s, mientras que el de r es 2.

Cuando un polinomio tiene coeficiente principal igual a 1, es llamado poli-
nomio ménico. En los ejemplos anteriores, p, ¢ y s son polinomios ménicos.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Un polinomio completo es aquel que tiene escritos todos los términos, desde
el independiente hasta el término de mayor grado, incluidos todos los monomios
con coeficientes nulos. Un polinomio estd ordenado si los monomios que lo for-
man estan escritos de mayor a menor grado” (es decir, los exponentes aparecen
en forma decreciente).

Siguiendo con los mismos ejemplos anteriores, tenemos

p(z) =2* = 22° +1 ~> Ordenado pero no completo.

q(z) =z -3 +2* ~> Completo pero no ordenado.

24 ix +5 ~> Completo y ordenado.

r(z)=22% -

Los términos con coeficientes nulos (llamados términos nulos) suelen no es-

cribirse, pero siempre podemos completar un polinomio agregando ceros como
coeficientes de los términos de menor orden faltantes:

p(z) =2*-22% +1=2*+02° - 222 + 0z + 1 ~> Completo y ordenado. ¢~

Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y, ademads, los coefi-
cientes de cada término de igual grado son iguales. Entonces, los polinomios

q(zr) =2 -3 +2° y jz)=a*+x-3
son iguales.

Los polinomios también se clasifican segtin la cantidad de términos no nulos
que poseen, teniendo algunos de ellos su propio nombre:

= Monomio: un término.

= Binomio: dos términos.

» Trinomio: tres términos.

. cuatro términos.

Siguiendo con los ejemplos dados en la pagina 55, p, ¢ y s son trinomios
mientras que 7 es un cuatrinomio. El polinomio 22 — 1 es un binomio, mientras
que —2z2 es un monomio, al igual que los polinomios constantes.

Dado un ndmero real ¢, el valor numérico (o especializacion) de un poli-
nomio en c es lo que resulta de sustituir el simbolo de la variable por el nimero
¢, y efectuar luego las operaciones indicadas en la expresion del polinomio. Mds
precisamente, dado un polinomio p(z) = a,x™ + -+ + asx® + a1z + ag y un

ndmero real c, el valor numérico de p en c se denota y define por

p(€) = anc™ + -+ agc® + ayc + ag.

*Esto es solamente una convencidn, ya que también se podrian ordenar de menor a mayor grado.
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3.1. Polinomios

Ejemplo 45. Valor numérico de un polinomio. Si p(z) = 2*-222+1, entonces
el valor numérico de p en 0 es

p(0)=0"-2-02+1=1.
De igual forma, obtenemos el valor numérico de p en 3 haciendo

p(3)=3'-2-3%+1=81-18+1=64. «

\J
C/J Decimos que un nimero real ¢ es raiz de un polinomio p si p(c¢) = 0, es
decir, si el valor numérico de p en c es cero. Una raiz es conocida también como
cero del polinomio.

Ejemplo 46. Raiz de un polinomio. Para el polinomio p del ejemplo anterior,
podemos asegurar que 0y 3 no son raices de él, pues obtuvimos p(0) =1 #0, y
p(3) = 64 # 0. Sin embargo, vemos que

p(1)=1*-2-12+1=1-2+1=0,

por lo que 1 s/ es una raiz de p. «

4 El concepto de raiz de un polinomio serd fundamental para comprender
cémo factorizarlo, lo cual es la clave para simplificar expresiones algebraicas o
resolver ecuaciones polindmicas, como se verd mas adelante.

Ejercicios 3.1

1. Determinar cudles de las siguientes expresiones son polinomios y cuales no.
En caso de serlo, indicar su grado y su coeficiente principal:

@) mz®-z2+1
) 2% —x2+52-2
(c) 2 — 22 + /225 — 28
@ z-/T+5
2. Reescribir los siguientes polinomios en forma completa y ordenada:
(a) p(x) =4-32° +ex?
) g(z) =2t -3 +322 + 2
(¢) 7(z) =x+7-32>
3. Clasificar los siguientes polinomios segun su cantidad de términos:

(@ z+1
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

(b) 2°-32x+2
3.6

(©) 5T

@ 22-325+2-1

e V5
4. Hallar el valor numérico de los polinomios del ejercicio anterior en —2 y en 1.

5. Determinar si el/los valor/es indicado/s en cada caso corresponden o no a una
raiz del polinomio:

(@) p(z) =23 -322 - 182 +40; c=2,c¢=0,c=—4.
(b) q(z) =223 +1022 -22+10; c¢=0,c=-1,¢c=5.

(¢) 7(z) =22 +1; ccualquier nimero real.

3.2. Operaciones entre polinomios

En esta seccién nos ocuparemos de definir las operaciones suma, resta, pro-
ducto y divisién entre polinomios.

3.2.1. Suma y resta de polinomios

Antes de sumar polinomios, comencemos sumando monomios. Si sumamos
dos monomios de igual grado”, el resultado es otro monomio del mismo grado
cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes de los monomios:

az™ +bx™ = (a +b)a",

o bien el polinomio nulo (cuando a = —b). Del mismo modo se procede con la
resta de dos monomios de igual grado, pues az™ —bz™ = ax™+(-b)x". Entonces

azx”™ —bz" = (a-b)z".

Ejemplo 47. Sumando y restando monomios.

32” + 522 = 822, 225 — 625 = —42°, z+V22=(1+V2)z. «

Puesto que un polinomio estd formado por varios monomios, para sumar (o
restar) dos polinomios vamos a sumar (o restar) los monomios de igual grado
de cada uno de ellos (completando con cero cuando corresponda). Mas precisa-
mente, tenemos la siguiente definicién:

*Los monomios de igual grado se llaman también monomios semejantes.
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3.2. Operaciones entre polinomios

>
CJ/ La suma de polinomios es una operacién en la que, partiendo de dos
polinomios p y g, obtenemos un tercer polinomio, denotado p+gq, que tiene como
coeficiente de cada monomio a la suma de los coeficientes de los monomios de
igual gradode py q.

Ejemplo 48. Sumando dos polinomios. Considerar p(x) = 42° - 3z + 2% y
q(z) = —22% + 2 + 42 + 1. Entonces

(p+q)(x) = (42° + 02* + 023 + 2% = 32+ 0) + (02° + 02 - 223 + 422 + 2 + 1)

=42% + 02* - 223 + 5% — 2 + 1.

Luego (p +q)(z) = 42° - 22% + 522 - 2z + 1. &

>

CJ/ La resta p — ¢ se define como el polinomio p + (—¢), siendo —q el polino-
mio opuesto de g, es decir, el polinomio cuyos coeficientes son los opuestos de
los coeficientes de q. Esto implica que para restar dos polinomios, se restan los
coeficientes de los monomios del mismo gradode py q.

Ejemplo 49. Restando polinomios. Consideremos, como en el ejemplo ante-
rior, p(x) = 42° - 3z + 2% y q(x) = —22% + = + 42 + 1. Entonces

(p-q)(x) = (42° + 0x* + 023 + 2% = 32+ 0) — (02° + 0z - 223 + 422 + 2 + 1)

=42® + 02t + 223 - 32 — 4z - 1.

Por lo tanto (p — ¢)(z) = 42° + 22 - 32 — 4z - 1. «

El paso de ordenar y completar ambos polinomios antes de sumarlos no es
obligatorio, sirve simplemente para organizar los monomios y no olvidarnos de
ninguno. Este procedimiento también puede hacerse de manera similar pero en-
columnando los coeficientes de igual grado:

N A r 2° 5 2t 23 2? v a°
40 0 1 -3 0 40 0 1 -3 0
0 0 -2 4 1 1 0 0 2 -4 -1 -1
4 0 -2 5 -2 1 4 0 2 -3 -4 -1
1 1
p+q p-q

Por lo tanto, se concluye que (p + ¢)(z) = 42° — 223 + 522 — 2z + 1, y que
(p—-q)(z) = 42® + 22% - 322 — 42 - 1, como obtuvimos anteriormente.

? Lo que est4 escrito sobre la linea de puntos suele no ponerse, pero ayuda a
recordar en qué forma se ordenaron los exponentes, si creciente o decreciente-
mente. Si dicho orden esta claro, ese renglén puede obviarse.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

De cualquiera de las dos formas anteriores pueden también sumarse (o res-
tarse) mds de dos polinomios, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 50. Sumando mas de dos polinomios. Calcular (p—q+7)(x), siendo

p(x) = 2z*—2% -3z, q(z) = =322+ 2252 +1, r(z) = T-z*+32°-x.

Solucion: Lo haremos mediante el método de encolumnar los respectivos coefi-
cientes, cambiando de signo los de ¢ pues estd restando. Esta vez no vamos a
escribir las potencias de x, ya que a lo largo de este libro lo haremos siempre en
forma decreciente.

2 0 -1 -3 0
0 5 3 -2 -1
-1 0 3 -1 7
1 5 5 -6 6
Por lo tanto (p — ¢ +7)(z) = * + 523 + 52 — 62 + 6. K

De las propiedades de la suma de nimeros reales se deduce que la suma de
polinomios es conmutativa (p+q = ¢+p) y asociativa ((p+q)+7 = p+(qg+7)),
que el polinomio nulo es neutro (p + 0 = p), y que la suma de un polinomio con
su opuesto da como resultado el polinomio nulo (p + (—p) = 0).

% Puesto que la resta de dos polinomios p — ¢ se define como la suma del
primero mas el opuesto del segundo, tenemos que: el orden importa, por lo tanto
la resta no es conmutativa (ver Ejercicio le).

Ejemplo 51. Modelando con polinomios. Una empresa fabrica y vende un
producto. La ganancia se determina restando de los ingresos obtenidos el costo
de los gastos de produccién. Para este producto, dichas cantidades vienen dadas,
en pesos, por:

I(z)=a®-32> +122;  C(z)=a" - 62> + 15z,
siendo x la cantidad de unidades del producto. Se pide:

(a) Hallar el polinomio que representa la ganancia de la empresa al vender x
unidades del producto.
(b) La ganancia obtenida al vender 100 unidades del producto.

Solucion: La ganancia de la empresa al vender = unidades es
G(z) =I(z) - O(z) = 2 - 32 + 12z — (2® - 62° + 15z) = 32% - 3z.

Luego, la ganancia al vender 100 unidades es de G(100) = 29700 pesos. &
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3.2. Operaciones entre polinomios

Ejercicios 3.2.1

1. Sean p(z) = 22* - 322 =523 +2°, q(2) =2 -3z + 23 - 22t r(x) =22y
s(x) = 2% + 22, Realizar las siguientes operaciones y expresar el resultado
como un polinomio ordenado:

(@ p-r-s
(b) p+p
() s—-r+q
@ g+p+s
() p—qy q—p. Comparar los resultados.
2. Determinar gr(p + s), gr(q + s), gr(r + s), siendo p, ¢,  y s como en el

ejercicio anterior. Concluir si existe o no una regla sobre el grado de la suma
de polinomios.

3. 8% Se recorta un rectdngulo de cartulina cuya base es = cm y su altura 22
cm. Hallar el polinomio que representa el perimetro del rectdngulo, y el valor
del mismo cuando z = 2.

3.2.2. Producto de polinomios

Al igual que con la suma, comencemos viendo cdmo se realiza el producto
de monomios, €l cual se define como:

(az™)(bz™) = (a-b)z"™™.

Es decir, el resultado es otro monomio cuyo grado es la suma de los grados de
los dos monomios, y cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 52. Multiplicando monomios.

(82") - (-22%) = ~62°, (%x3)(2x)=a:4, (-4)(~27) =427, &

>
CJ/ De lo anterior y de la propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma (y a la resta) en los reales, se concluye que para efectuar el producto
p - q de dos polinomios p y ¢, se multiplica cada monomio del primer polinomio
por todos los monomios que forman el segundo polinomio, y se suman todos los
monomios obtenidos (sumar significa respetar los signos obtenidos al hacer el
producto). Para simplificar el resultado se suman los monomios de igual grado,
si los hubiera.
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Ejemplo 53. Multiplicando dos polinomios. Hallar el producto entre los poli-
nomios p(z) = 222 -4z y q(x) = 3 + 5z.

Solucion:

(222 - 42) (3 + 5z) = (222) (3) + (22?) (5z) + (—4z)(3) + (-4z)(5zx)
S~ (6x2+)10x3—(12a:)— 2022
= 1022 - 1422 - 122. «

% De la definiciéon y de las propiedades de la suma y el producto se deducen
los siguientes hechos:

= El producto de polinomios satisface las propiedades conmutativa (es de-
cir,p-q=q-p)yasociativa (p- (¢-r) = (p-q) - ).

= El polinomio de grado cero p(x) = 1 es el neutro multiplicativo: ¢-p = q.
= El polinomio nulo es el absorbente multiplicativo: ¢ - 0 = 0.
= Vale la propiedad distributiva respecto de la suma y la resta:

p-(qg£r)=p-qxp-r.

= Los tnicos polinomios cuyo inverso multiplicativo es otro polinomio son
los polinomios constantes no nulos.

= El grado del producto es la suma de los grados de los factores™:

gr(p-q) = gr(p) + gr(q).

La propiedad asociativa es fundamental ya que cuando tenemos un producto
de mds de dos polinomios, la forma de realizarlo es asociando de a pares, como
se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 54. Multiplicando mas de dos polinomios.

(z+3)2z3+2-2)(1-2%) = ((x +3)(22% +2- x))(l —x?)

_ ((@>)<1—w2>

*Se diferencia de la suma y resta, donde no existe una regla para el grado del polinomio resul-
tante, como se vio en el Ejercicio 2 de la seccién anterior.
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3.2. Operaciones entre polinomios

= (21‘4+2m—x2+6x3+6—3x) (1-2?)
= (2x4+6$3—$2—x+6) (1-22)
=224 - 228 + 623 - 62° — 2% + 2t —x + 2 + 6 — 622
=220 - 62° + 32* + 723 - T2? -z + 6,
donde en el antepentltimo paso no se dibujaron las “flechas”, simplemente se
expreso el resultado de multiplicar cada monomio del primer polinomio por cada

uno de los del segundo. Finalmente, se sumaron los monomios de igual grado y
se ordenaron. «

Si bien cualquier producto de polinomios se puede efectuar como se indicéd
arriba, hay algunos casos particulares que, si los sabemos manejar, podran aho-
rrarnos un poco de tiempo al momento de hacer los cdlculos. Sin embargo, si
al intentar usar alguno de estos casos particulares no se recuerda la férmula,
siempre se puede recurrir a hacer el producto en la forma tradicional.

Los casos especiales que veremos son tres: cuadrado de un binomio, cubo
de un binomio, y un producto de binomios cuyo resultado es una diferencia de
cuadrados.

4
Cuadrado de un binomio.

Como su nombre lo indica, analizaremos el resultado de elevar al cuadrado
un binomio, lo que significa multiplicar el binomio por si mismo. Lo haremos
primero para una expresion de la forma a + b:

(a +b)? :(@b):a2+a-b+b-a+62: a®+2ab+b%. (3.2.1)

En palabras, si elevamos al cuadrado la suma de dos términos, se obtiene la
suma entre el cuadrado del primero, el cuadrado del segundo y el doble producto
de ellos. Andlogamente™,

(a-b)? =(a-b)(a-b)=a’-a-b-b-a+b*= a®-2ab+b>. (32.2)

Notar que el signo menos solamente afecta, en el resultado final, al término que
tiene el doble producto de los términos, ya que (—b)(-b) = b%.

Apliquemos las féormulas (3.2.1) y (3.2.2) para comprenderlas mejor.

Ejemplo 55. Cuadrado de un binomio.
s (z+5)° =22 +2-2-5+5% =22+ 10z + 25.
s (2-3)2=2-2-2-3+3° =262 +9.
s (2% - 42)? = (22%)" - 2. (22%) - (4u) + (42)° = 42® — 162* + 162°. &

*Este resultado puede obtenerse también a partir de la suma, ya que a — b = a + (=b).
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

El trinomio que se obtiene al elevar un binomio al cuadrado es llamado
trinomio cuadrado perfecto. Polinomios de esta forma serdan estudiados con
mas detalle en el Capitulo 4.

\J
CJ/ Cubo de un binomio.

Ahora consideraremos el resultado de hacer (a+b)>. Aplicando la definicién
de potencia y (3.2.1), obtenemos

(a+b)>=(a+b)(a+b)*=(a+b) (a2 +2ab+b2).
Resolviendo este producto se llega al siguiente resultado:
(a+b)3 = a® + 3ba® + 3ab® + b>. (3.2.3)
Similarmente se obtiene:
(a-b)3 = a® - 3ba® + 3ab® - b. (3.2.4)

Notar que en este caso el signo menos afecta a los términos en los que b posee
exponentes impares.

Ejemplo 56. Cubo de un binomio. Aplicar las férmulas (3.2.3) o (3.2.4) para
obtener el cubo de los siguientes binomios:

(x+2)%  (@-3)%  (32%+z)".
Solucion:
w(z+2)3=2%+3-2-22+3-2-22+2% =23 + 622 + 122 + 8.
w(2-3)2=2%-3-3-22+3-2-32-3%=2%-92% + 272 - 27.
s (322 +2)" = (322)" + 32 (322)” + 3 (322) % + 2
= 2725 + 2725 + 924 + 23, «

El polinomio que se obtiene al elevar un binomio al cubo se llama cuatrino-
mio cubo perfecto.

>
CJ/ Diferencia de cuadrados.
Consideremos un producto de dos factores con el siguiente aspecto:

(a+b)(a-b)=a®-ab+bd-b*=a®- b
Luego,
(a+b)(a-b)=a®-b% (3.2.5)

Se llama diferencia de cuadrados al resultado obtenido, ya que es la di-
ferencia de dos cuadrados. Notar que el cuadrado que aparece restando es el
correspondiente al valor que cambia de signo entre los dos factores.
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Ejemplo 57. Utilizar la férmula (3.2.5) para efectuar los siguientes productos:
s(z+3)(z-3)=2%-3%=2%-0.
w (22 +5)(2x - 5) = (22)? - 5% = 422 - 25.
(22 - V)22 +V2) = (22) - (VB) = 2t - 2.
w (23 +42) (23 - 42) = (x3)2 - (4z)* = 25 - 1622. «

A Manejar los tres casos anteriores serd una herramienta fundamental para
realizar el proceso inverso en la Seccidn 3.3, en donde el objetivo serd descom-
poner un polinomio como producto de otros.

Ejercicios 3.2.2
1. Verificar que vale la propiedad distributiva respecto de la suma
p-(qg+r)=p-q+p-m
con los polinomios p(z) = 2% +1, ¢(z) =2 -2,y r(z) = 2z - 1.
2. Determinar el grado del producto de (z* — /223 + 32° + 1) por (7z® - ).
3. Determinar el grado del producto de un polinomio de grado 15 por %x

4. Realizar los siguientes productos:
(a) (22%)(-32?) (%ac)
(b) (-3z*+22-3)(x-32%+1)
(© (z°-2)(-2+23+2?)
d) (z+2)(~23+4)(-2-3)
(e) (—31‘ + %xg’) (—2x2 + 4)
5. Realizar los siguientes productos utilizando las férmulas obtenidas para los
casos especiales presentados en esta seccion:

(@) (z+7)?

(b) (2z-3)*

(¢) (2®+1)2

@) (z-4)°

© (tz+3)°

(f) (22_1)3

(® (t+7)(t-17)

(h) (4 -c)(4dz +¢)

@ (Vz-V3)(Vz+V3)
(0 (@ +m)(a® - )

&) (z+2)(xz+3)(z-2)(z+3)
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

3.2.3. Division de polinomios

Como en las operaciones anteriores, comencemos dividiendo dos monomios,
lo cual se define como:

(az™): (bz™) = (a:b)z"™™,

para b distinto de cero. Para que el resultado sea un monomio, el exponente
debe ser natural o cero, lo que se garantiza cuando n > m. Es decir, si n > m,
el resultado es otro monomio cuyo grado es la resta de los grados de los dos
monomios, y cuyo coeficiente es el cociente (division) de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 58. Dividiendo monomios.

328 3 S\ o5 3 ~6z* 3
“og5 = 2% (62°) : (32) =227, priatt «
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3.2. Operaciones entre polinomios

Ejercicios 3.2.3

1. Dividir los siguientes monomios:
(a) (63:7) : (21‘3) (b) (23:5) : (—33:4) (¢) (\/ixg) : (acs)

2. Determinar el grado del cociente entre 72® — 2% - 32 y —2% + 4o + 2.

3. Verificar que el resultado obtenido en el Ejemplo 59 es correcto.

4. Realizar las siguientes divisiones de polinomios y verificar el resultado:
(@) (62%-222-1): (2?2 +2+2)
(b) (23 +622+6x+5): (22 +z+1)
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

(€ (8z°+1):(22%-1)
(d) (62°+2*+42% -7z +1): (222 +2-3)

5. Realizar las siguientes divisiones usando la regla de Ruffini y verificar:

(a) (62 +8x3 1022 +8x-2): (v -2)
(b) (2% -323+422+32-5): (z-5)

(© (-32°+2* 522 +2%-2):(x+1)
d) (3-32%+62%):(x+2)

6. Realizar cada una de las siguientes divisiones primero mediante el algoritmo
de la divisién y luego usando la regla de Ruffini.

(@) (22* -322+22-3):(z+3)
(b) (23 +222-42-8): (v -2)

3.3. Factorizacion de polinomios

Como vimos en la seccién anterior, cuando realizamos una divisién (de po-
linomios o de niimeros naturales), la igualdad

dividendo = cociente - divisor + resto

nos permite verificar el resultado obtenido. En el caso en que el resto sea cero,
la igualdad anterior se transforma en

dividendo = cociente - divisor.
En otras palabras, cuando el resto es cero logramos escribir al dividendo
como producto de dos factores: el cociente y el divisor. Por ejemplo, para el
caso de nimeros naturales tenemos que

10=2-5,

pues el cociente al dividir 10 por 2 es 5, y el resto es cero. En forma mds general,
si al dividir p por ¢ obtenemos un cociente c y resto cero, entonces

p=q-c
y decimos que p es divisible por ¢, o también que p es miltiplo de ¢. Desde

otro punto de vista, se dice que ¢ es divisor de p, o que g es factor de p. Esta
terminologia se emplea tanto para nimeros naturales como para polinomios.
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3.3. Factorizacién de polinomios

\J
CJ/ Factor comin. Asi como los casos anteriores provinieron de leer una
igualdad ya conocida desde el lado adecuado, lo mismo ocurre con el método de
extraer factores comunes en un polinomio. Este método consiste en determinar
si el polinomio dado es el resultado de haber aplicado la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma o la resta. Por ejemplo, esta propiedad nos dice
que

3;@) = 323 + 622

Extraer factor comun es exactamente el proceso inverso: nos dan el polino-
mio 322 + 622 y debemos identificar qué factores aparecen en fodos sus térmi-
nos. En este caso vemos que el 3 aparece como factor en ambos términos (ya
que 6 = 2-3), y también 22 (ya que x> = 22 - ). Los factores comunes a todos
los términos los extraemos, y lo multiplicamos por el polinomio que resulta de
“quitarle” dichos factores al original (esto significa dividir cada término por lo
que sacamos como factor comun):

323 + 627 = 32 (2 + 2).

? Como siempre es posible verificar si lo hemos hecho bien, aplicando la
propiedad distributiva del lado derecho de la igualdad para ver si recuperamos
el polinomio del lado izquierdo.

De esta forma hemos factorizado el polinomio dado. Recordemos que facto-
rizar un polinomio significa escribirlo como producto de otros polinomios, por lo
que z se extrae como factor comun con el menor exponente al que aparece, para
evitar exponentes negativos. Por ejemplo, si en el ejemplo anterior hubiéramos
tomado como factor comiin a 322, nos queda

32° + 627 = 32° (1 + 2271),

y, aunque la igualdad es cierta para todo x # 0 (hacer la distributiva del lado
izquierdo para verificarlo), lo que queda entre paréntesis no es un polinomio.

Ejemplo 67. Extrayendo factores comunes.

w ot —4ad 1 2? = 2% (2 - da + 1).

» 1022 + 25z + 15 = 5(222 + 5z + 3).

w 913 — 662 + 125 - 189 = 3¢2(3t - 2 + 41° - 617).

m 3z(z+1)+5(x+1) = (z+1)(3x+5). Aqui el factor comtn es el binomio

(x + 1) que estd en ambos términos.

» 23— 4z = 2(2? - 4) = x(z - 2) (2 + 2). Sacar factor comtin nos permitié
obtener una diferencia de cuadrados y seguir factorizando.

» 231222 + 362 = 2(2? - 127 + 36) = x(z - 6)?. Sacar factor comtin nos

permitié obtener un trinomio cuadrado perfecto y seguir factorizando. &
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Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Ejemplo 68. Cualquier constante no nula como factor comiin. Si considera-
mos el polinomio p(z) = 322 — 122 + 6, es claro que podemos extraer al 3 como
factor comtin:

3% - 122+ 6 = 3(x? — 4z + 2).

Los coeficientes que quedan en el polinomio entre paréntesis son los coeficientes
del polinomio original divididos por 3, de manera que al hacer la distributiva se
recupera lo que estd a la izquierda de la igualdad. Pero si podemos dividir cada
coeficiente por 3, entonces podemos dividir por cualquier otro nimero que se
desee, siempre que no sea cero:

30" - 120 +6=6(32"-22+1) =-4(-22% + 32 - 3).

En otras palabras, aunque el aspecto del resultado quizas “empeore”,

todo polinomio p es divisible por cualquier polinomio de grado cero.
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ACTIVIDADES - Factorizacion de polinomios

Extraer factores comunes

a) x*—4x3 + x?
b) 10x% + 25x + 15

c) E + é

d) 9t3 — 6t? + 12t® — 18t?
e) 3x(x+1)+5(x+1)

f) z3—4z

g) s3—12s%+ 36s

2 8 14
h) =x° —-x? + —=x°
3 3 9



Capitulo 4

Ecuaciones e inecuaciones

4.1. Ellenguaje matematico

Innumerables situaciones correspondientes a diversas dreas y hechos coti-
dianos pueden ser modeladas mediante ecuaciones e inecuaciones. Para resolver
un problema matematicamente, el primer paso es traducirlo del lenguaje ordi-
nario al lenguaje algebraico. Este es precisamente el objetivo de esta seccién:
traducir una situacién concreta al lenguaje matematico, transformandola en una
ecuacidn, inecuacién o un sistema de ellas (como resolver el planteo obtenido
serd el objetivo de las siguientes secciones).

Antes de “traducir” problemas concretos, comencemos expresando cosas
mas simples. En la siguiente lista se escriben en lenguaje matematico algunas
frases frecuentes. Comprender esta forma de expresarlas serd fundamental para
el planteo de problemas especificos.

= El doble de un nimero x ~> 2x

= Las tres cuartas partes de un nimero r ~> %x

= Se aumenta en 5 al triple de un nimero y ~>3y + 5

= FEl triple del nimero y, mds 5 ~>3y + 5

= El triple del nimero y méds 5 ~3(y + 5)

= La mitad del consecutivo de un nimero entero x ~ %(z +1)

= El cuadrado de la mitad de un nimero z ~ (%)2

= El nimero z supera al nimero y en 30 unidades ~ x = y + 30*

= Un ndmero entero = mds su consecutivo ~> x + (x + 1)

“Es frecuente ver que esta expresion es traducida como x + 30 = y. Este error puede evitarse
pensando que si el nimero x supera a y, significa que y es mds pequeiio, por lo que hay que sumarle
a él la cantidad necesaria para igualar a x.
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Ahora si, plantearemos en lenguaje algebraico algunas situaciones concretas.

Ejemplo 82. Usando el lenguaje matematico. Si al doble de un nimero se le
resta su mitad resulta 84. ;Cudl es el niimero?

Solucion: Llamemos x al nimero buscado (este paso es fundamental, es decir,
antes de comenzar a plantear un problema se debe indicar siempre qué representa
cada letra o simbolo utilizado). En el enunciado aparecen involucrados el doble
del niimero, es decir 2, y también su mitad %, y establece que

x

2z - — =84.

2
En la seccién siguiente veremos cOmo resolver la igualdad anterior, por ahora
solamente nos centraremos en el planteo. «

Ejemplo 83. En un avidn viajan 420 pasajeros de tres nacionalidades: argenti-
nos, uruguayos y chilenos. Hay 40 chilenos mas que uruguayos, y de argentinos
hay el doble que de uruguayos y chilenos juntos. ;Cudntos hay de cada pais?

Solucion: Denotemos con y a la cantidad de uruguayos que viajan en el avion.
Entonces la cantidad de chilenos es y + 40, y la cantidad de argentinos se re-
presenta como 2(y + (y + 40)). Luego, la traduccién algebraica del problema
es

y+ (y+40) +2(y + (y +40)) = 420. «

> El planteo matematico de algunos problemas es mds sencillo si trabajamos
con mds de una incognita. Este es el caso de las siguientes situaciones.

Ejemplo 84. Usando mas de una incégnita. Hallar la medida de los lados de
un rectangulo cuyo perimetro es 24 unidades, y cuyo lado mayor mide el triple
que su lado menor.

Solucion: Para traducir esta situacion al lenguaje matemaético, podemos llamarle
x a la longitud del lado menor del rectdngulo, e y a la del lado mayor. Puesto
que su perimetro es 24, sabemos que

2z + 2y = 24. (4)
Ademads se afirma que el lado mayor mide el triple que el menor, es decir
y =3x. (B)

Las dos igualdades (A) y (B) deben cumplirse simultdneamente. Esto se conoce
con el nombre de “sistema de ecuaciones”, y su resolucion serd estudiada en la
Seccién 4.4. &
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Ejemplo 85. Determinar las edades de dos personas sabiendo que la suma de
sus edades hoy es de 64 afios, y que dentro de 8 afios el mayor tendré el triple de
edad que el menor.

Solucion: Llamemos x a la edad que tiene hoy la persona menor, e y a la edad
que tiene hoy la mayor. Sabemos que

r+y=64. (a)

La edad de cada una dentro de 8 afios es = + 8 e y + 8, respectivamente. En
ese momento, el mayor tendra el triple que el menor, por lo que para que sean
iguales hay que multiplicar la edad del menor por 3 (o dividir a la del mayor por
3). Es decir

3(z+8)=y+8. (b)

Al igual que antes, las igualdades (a) y (b) deben cumplirse a la vez. «

«? Finalmente, veremos problemas en los que aparecen una o mds desigualdades
en lugar de una igualdad, las cuales reciben el nombre de inecuaciones, y seran
estudiadas en detalle en secciones posteriores.

Ejemplo 86. Usando desigualdades. Si al doble de la edad de Jeremias se le
resta 19 afios, el resultado es menor que 37. Pero si al tercio de su edad se le
suma 10, entonces el resultado es mayor que 18. ;Cémo se expresan mediante
desigualdades estas expresiones?

Solucion: Si llamamos x a la edad de Jeremias, el enunciado afirma las dos

condiciones siguientes:

20 -19<37 y §+10>18. «

En las secciones siguientes nos ocuparemos de resolver los planteos anterio-
res: ecuaciones, inecuaciones y sistemas.

Ejercicios 4.1

Expresar en lenguaje matemadtico las siguientes situaciones problemdéticas
(no resolverlas). Recordar definir siempre la/s variable/s involucrada/s, es decir,
siempre se debe indicar qué representa cada letra utilizada. <

1. a El kilo de manzanas cuesta el doble que el kilo de limones. Si por 3 kilos
de manzanas y 5 kilos de limones se pagd $165, ;cudnto cuesta el kilo de
cada uno?

2. [@] Tres hermanos se reparten 1300 pesos. El mayor recibe el doble que el
mediano quien, a su vez, recibe el cuddruple que el pequefio. ;Cudnto recibe
cada uno?
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3. @ En un estadio de fiitbol hay 43200 personas. Si sabemos que hay 4800
locales mds que visitantes, ;cudntos locales y cudntos visitantes hay?

4. & Se han consumido las 7/8 partes de un bidén de agua. Afiadiendo 38 litros
se llena hasta las 3/5 partes. Calcular la capacidad del bidén.

S. E\’ Agustin hizo un viaje en su auto, en el cual consumié 20 litros de nafta.
El trayecto lo hizo en dos etapas: en la primera, consumi6 2/3 de la nafta
que tenia el tanque, mientras que en la segunda etapa consumi6 la mitad de
la nafta que le quedaba en el tanque luego de la primera. Hallar una igualdad
para determinar los litros de nafta que tenia Agustin en el tanque antes de
partir.

4.2. Resolucion de ecuaciones

Si se comprende el proceso que se utiliza, resolver ecuaciones puede ser mas
simple de lo que uno imagina. Comencemos recordando qué es una ecuacion.

(&
Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones conteniendo uno o
mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados del simbolo = (igual) se llaman
miembros de la ecuacion.

Aprenderemos a resolver ecuaciones que tengan solamente un valor desco-
nocido. Al valor desconocido se lo llama incognita, y se lo suele denotar con z,
pero puede representarse con cualquier otra letra.

Antes de ver como resolver ecuaciones, hay que entender qué significa esto.
Resolver una ecuacién es simplemente hallar el valor (o los valores) de la in-
cégnita, de manera que la igualdad sea cierta si reemplazamos dicha incognita
por cualquiera de los valores hallados. Dependiendo del caso, el valor buscado
puede ser Unico, pueden existir varios valores que hagan la igualdad cierta, o
puede ocurrir que no exista ninguno. Cualquier valor que haga cierta la igualdad
se llama solucién de la ecuacién. Luego, una ecuacién puede tener una dnica
solucidén, varias o ninguna, y es llamada identidad cuando es verdadera para
cualquier valor de la incégnita. Cuando la ecuacién esté modelando un problema
concreto, habra que elegir entre todas las soluciones de la ecuacién, aquellas que
tengan sentido en el contexto del problema, y descartar las que no lo tengan (ver
Ejemplo 112).

> Notar que siempre es posible saber por nuestra cuenta si hemos resuelto
correctamente la ecuacion. Por ejemplo, para saber si z = 1 es solucién de la
ecuacion

r+3=5-z,
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podemos reemplazar = por 1 en ambos lados de la igualdad (miembros) para
obtener

1+3=5-1,
lo cual es cierto ya que el resultado es 4 en ambos.

El procedimiento anterior se denomina verificacion, y consiste en compro-
bar que la igualdad se cumple al reemplazar la incégnita por el o los valores
obtenidos.

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de
soluciones. Utilizaremos el simbolo <= (que se lee “si y solo si”) para conectar
dos ecuaciones que son equivalentes. La clave para resolver una ecuacién es
transformarla en ecuaciones equivalentes cada vez mas simples, utilizando la
propiedad uniforme. Esta propiedad establece que:

Si se realiza la misma operacién con el mismo niimero en ambos
miembros de una ecuacion, se mantiene la igualdad.

«? La propiedad uniforme es la base para resolver ecuaciones, y es la que justifi-
ca lo que en lenguaje coloquial expresamos como “pasar” algo de un lado a otro
de la igualdad. La palabra “pasar” simplemente abrevia una serie de pasos ma-
tematicos utilizados con el fin de llegar a despejar la incégnita x. Por ejemplo,
para resolver la ecuaciéon

6(x—-4)>-15=33

lo primero que uno hace es “pasar” al otro lado el nimero 15 sumando. Pero,
(por qué lo pasa sumando? Comprender esto es la clave para lograr resolver en
forma correcta las ecuaciones. En realidad, matemdticamente lo que se hace es
lo siguiente:

6(x—-4)3-15+15=33+15 sumar 15 a ambos lados
6(x-4)+0=33+15 —15+ 15 = 0 por ser opuestos
6(x—4)> =48 33 +15 = 48.

En lo anterior usamos la propiedad uniforme en el primer paso, luego usamos
la propiedad asociativa de la suma, la propiedad de existencia del opuesto y,
finalmente, que el cero es neutro para la suma. Todas esas operaciones y propie-
dades se resumen al decir informalmente que “pasamos” el 15 sumando, y en la
préctica los pasos intermedios se omiten o reducen.

De la misma forma, con el fin de despejar = ahora “pasamos” el niimero 6
para el otro lado. En este caso, como estd multiplicando “pasa” para el otro lado
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dividiendo, ya que para eliminarlo lo que hacemos es dividir ambos lados de la
igualdad por 6:

p(z-4)° 48
- f 6

(z-4)%=8 % =1, por eso se “cancelan”.

dividir ambos miembros por 6

Ahora, aplicamos raiz ctibica a ambos lados (es la forma de “pasar” el nimero 3
que estd como exponente hacia el otro miembro), y resolvemos para obtener

r—4=2.

En lo anterior hemos usado la férmula (2.3.3) (pagina 51) ya que, al ser 3 un
nimero impar, el cubo y la raiz cubica se “cancelan” directamente. Finalmente,
sumamos 4 a ambos lados (informalmente, “pasamos el 4 sumando™) y se obtie-
ne z = 6. Por fortuna, podemos verificar si este valor es correcto, poniendo 6 en
cada lugar donde decia x en la ecuacién original:

6(6-4)> - 15 = 33.

Es facil ver que el lado izquierdo da como resultado 33, asi que la respuesta
x = 6 es correcta.

7> Es muy importante dar la respuesta al problema, es decir, indicar el con-
junto S cuyos elementos son las soluciones para la ecuacién. En este caso, tene-
mos S = {6}.

A Se debe notar que no hay una tnica manera de resolver una ecuacion, pero
si es importante tener en cuenta la jerarquia entre las operaciones: para despejar
la incégnita siempre se comienza “pasando” al otro lado lo que estd “mads lejos”
de ella, en el sentido de la resolucién de operaciones combinadas. Por ejemplo,
una vez obtenido

6(x—4)%=48
hubiera sido incorrecto si en el paso siguiente escribimos

6(x-4) = V48. X

El error se detecta rapidamente si, ante la duda, en lugar de “pasar” la potencia
aplicamos raiz cibica a ambos lados:

6(z-4)> =48 <= 6(z-4)3=V18 <« %.é‘/<x_4>¢:m,

es decir,

V6.-(z-4)=¥18. v

Esto muestra un camino diferente de proceder, “pasando” correctamente la raiz
cubica antes que el 6, el cual también es valido.
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Veremos ahora algunos ejemplos de resolucidn de ecuaciones, ilustrando di-
ferentes técnicas segtn el caso, asi como ciertos errores frecuentes con el fin
de evitarlos luego. Es importante la lectura de los mismos, ya que contienen las
herramientas fundamentales para la resolucién de ecuaciones.

Ejemplo 87. Resolver la ecuacién 6(x +2) — 21 = 3(x + 1).

Solucion:

6(x+2)-21=3(x+1)

6x+12-21=3z+3 propiedad distributiva del producto
6rx-9=3z+3 se resolvi6 12 — 21
6z -3x=9+3 se sumo 9 — 3z en ambos miembros
3z =12 se resolvio
rx=4 se dividieron ambos miembros por 3.

> El paso “se sumé 9 — 3z en ambos miembros” es lo que suele expresarse
informalmente como “llevamos a un lado todo lo que tiene x, y al otro lo que no
tiene z”.

Luego de realizar la verificacion (este es un paso que debe hacerse siempre,
aunque lo omitiremos algunas veces aqui), podemos concluir que el conjunto
solucién de la ecuacién es S = {4}. K

Ejemplo 88. Un error frecuente. <
Cuando no se comprende el proceso utilizado para despejar la incégnita en
una ecuacion, pueden cometerse errores como el siguiente:

30
67=30 <= 2= -=-5. X
Es decir, el nimero 6 que estd multiplicando a la incégnita se lo “pasa” dividien-
do, y como es positivo se lo “pasa” ademds como negativo. Incluso a veces, por

ser positivo, suele verse lo siguiente:
6r=30 <= x=30-6=24. X

Todos estos errores pueden evitarse pensando cudl es la propiedad que hace que

el nimero 6 se “elimine” del lado izquierdo: dividir ambos miembros por 6 como
sigue

30

6z = 30 6;:6 — z=5 V «
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Ejemplo 89. Resolver la ecuacién 5% + 3v/2z - 6 = 235 - 9.
Solucion:

524+3vV22-6=2%5-9

25 + 3v/2x - 6 = 31 se resolvié 5 y también 235 — 9
3vV2z -6=31-25 se rest6 25 en ambos miembros
3V2r-6=6 se resolvi6 31 — 25

2r -6 = g se dividieron ambos miembros por 3
2r -6 =2 se resolvid g
2z — 6 = 22 se elevaron ambos miembros al cuadrado
20=4+6 se sumé 6 en ambos miembros
22 =10 se resolvié el miembro derecho
T = 1—20 se dividieron ambos miembros por 2
r=5 se resolvid 1—20.

Luego de realizar la verificaciéon, podemos concluir que el conjunto solucién de
la ecuacién es S = {5}. «
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Ejercicios 4.2
1. Resolver los problemas planteados en los Ejemplos 82 y 83, de la pagina 96.

2. Resolver los problemas planteados en los Ejercicios 1 a 5 de la Seccién 4.1.

3-24. Resolver las ecuaciones. Recordar que se debe expresar la solucion y
realizar la verificacion (analizar antes cudles son los valores permitidos).

c2(x+3)-5(-2zx+1)=2x-19

P

T+3-2w=-11
2= Yy=7

6. Bzl 420 oy 3

g

*En la seccién siguiente veremos una férmula para resolver este tipo de ecuaciones.
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27. ﬂ Cintia quiere ser cantante. Tiene un contrato discografico que le paga una
tarifa base de $4000 pesos mensuales y $120 por cada disco que vende. El
mes pasado gané un total de $8440. Escribir una ecuacion que determine el
nimero de discos que vendi6 Cintia el dltimo mes, y resolverla.

28. Al multiplicar un cierto niimero por 81, este aumenta en 154000 unidades.
(Cuadl es dicho nimero?

29. La suma de tres nimeros impares consecutivos es igual a 99. Hallar la suma
de los dos niimeros mayores.

30. Q Hay 3400 personas en un estadio. Se observa que por cada 10 visitantes
habia 24 locales. ;Cudntos locales asistieron?

31. B8 La suma de las edades de 4 amigos es 46. José y Franco tienen la misma
edad. Francisco supera en 3 afios a la mitad de la edad de cada uno de ellos,
mientras que Luciano tiene 4 afios mds que Francisco. Determinar la edad de
cada uno.

4.3. Ecuaciones de segundo grado

En esta seccién veremos como resolver una ecuacion de segundo grado
(también llamada cuadratica), la cual es una de la forma

az? +br +c=0,

donde a, b y c son nimeros reales, con a # 0, y x es la incognita. Es decir, es un
polinomio de grado 2 igualado a cero. Aqui a es llamado coeficiente cuadratico,
b el coeficiente lineal y c es el término independiente.

> Notar que pedimos el coeficiente cuadratico a distinto de cero para que
efectivamente sea un polinomio de grado 2, ya que si a = 0 entonces la ecuacién
es bx + ¢ = 0, la cual deja de ser cuadratica. Si b # 0, la solucion de esta ecuacion

lineal es x = —%.

Sin embargo, los coeficientes b o ¢ pueden ser cero. Si esto ocurre, es decir,
si al menos uno de ellos es cero, entonces la ecuacion cuadratica es sencilla de
resolver, aplicando las herramientas dadas en la seccién anterior. Analizaremos
estos casos en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 104. Coeficiente lineal b = 0. Supongamos que tenemos la ecuacién
22° -8 =0.

Esta ecuacion se resuelve en forma directa con lo aprendido en la seccién ante-
rior, simplemente despejando z de la forma usual:

202 -8=0 < 21%°=8 <— 2?’=4 <— 1==+2.
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4.3. Ecuaciones de segundo grado

Luego, el conjunto solucién de la ecuacion es S = {2, —-2}. Notar que el mismo
conjunto es solucién de
-22° +8=0.

Sin embargo, veamos qué ocurre si la ecuacién fuese
22° + 8 =0.
En este caso, con los mismos pasos anteriores obtenemos

22 =4

)

cuya solucién no existe en los reales pues ningtin niimero real elevado al cua-
drado da como resultado un nimero negativo. Lo mismo ocurre si tenemos la
ecuacion

222 -8 =0. «

El ejemplo anterior se escribe en forma general como sigue.

NG
CA/ La ecuacién cuadratica az? + ¢ = 0 tiene solucién real si y solo si
a - ¢ < 0 (es decir, o bien a y c tienen signos distintos, o bien ¢ = 0), y
. > _ = e . :
en tal. caso el conjunto solucién es S' = {:I:\ / ;}. Si ¢ = 0, el conjunto
solucién se reduce a S = {0}.

Ejemplo 105. Término independiente ¢ = 0. Supongamos que tenemos la e-
cuacién
52° - 3z = 0.

Entonces podemos factorizar el miembro izquierdo, extrayendo a x como factor
comun:
x(bx—3)=0.

Por la propiedad del producto cero, sabemos que esto ocurre si y solo si
z=0 o bien 5z -3 =0.

Despejando « en la dltima igualdad obtenemos que el conjunto solucién de la
ecuacion dadaes S = {O, % . «

En forma general, factorizando az? + bz = z(ax + b) tenemos que:

N
[Z El conjunto solucién de la ecuacién cuadrética az? + bz = 0 es
S = o, ’;b} Si b = 0, el conjunto solucién se reduce a S = {0}.
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@ La férmula anterior se llama resolvente y se aplica para hallar, si
existen, las soluciones reales de una ecuacién de segundo grado de la
forma az? + bz + ¢ = 0. Si el radicando que aparece en la férmula es
negativo, entonces la ecuacién no tendrd soluciones reales. Si es cero,
tendrd una unica solucion (llamada solucién doble), y si es positivo en-
tonces la ecuacion tendra dos soluciones reales distintas x; y xo dadas

por
. —b+ Vb2 -4dac . -b—- Vb2 - 4ac
1=—F——, g=————

2a 2a

El radicando se llama discriminante de la ecuacién cuadratica y se denota
como
A = b% - dac.

Como mencionamos, sera suficiente con calcular el valor del discriminante para
saber la cantidad de soluciones de una ecuacion cuadratica:

= A > 0: dos soluciones reales distintas;
= A = 0: una solucién (llamada doble);

= A < 0: sin soluciones reales.

Ejemplo 110. Aplicando la resolvente. Hallar las soluciones de la ecuacién

242 +42-6=0.

Solucion: Debemos resolver una ecuacion cuadriticaen laque a = 2, b =4y
c = —6. Aplicando la resolvente con estos valores tenemos

~4x\/12-4.2.(-6) 4464 -4+8

2T 2.2 1 1

de lo que se obtiene x1 = _44+8 =lyxg= % =-3.Luego, S ={1,-3}. K
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4.3. Ecuaciones de segundo grado

Ejercicios 4.3

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

(@) z2+2=38
() 22+4=0
() 222 -4x=0
2
@) 537 =0
132—1‘
(e) -1 = O

2. Hallar el valor de ¢ tal que 22 — 8z + ¢ es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Completar cuadrados para llevar cada polinomio a la forma a(z — h)? + k.
Verificar.
@ z2+5-2z
(b) 2% +4zx+1

(c) 222 -z +1

4. Completar cuadrados para resolver las siguientes ecuaciones:

@ z2+2-6=0 © z2-2x+2=0
(b) 222 +8x+8=0 d 22-4-3x=0

5. Hallar, si es posible, las soluciones de las siguientes ecuaciones aplicando la
resolvente:
(@) 227 +50+202 =0
() 22 +3x-4=0
() z2+6x+13=0

6. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) z(3z-2) =22 -5z
(b) 4-3r-2*=3z-2)*-1

2
x°+2x-3 _
© 355 =0

(d) z2+22-3 =0

z-1
(e) V2x -1 = x — 2. Advertencia: recordar que al elevar al cuadrado se
pueden introducir soluciones ficticias.

® 3vV2xr-1=3x
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4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas
incégnitas. Resolver un sistema significa hallar todas las soluciones del sistema,
es decir, todos los valores posibles para las incdgnitas que hacen verdadera cada
una de las ecuaciones.

En particular, veremos métodos para resolver un sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incégnitas®, el cual es uno de la forma

amr+biy =
asx + boy Ca,

donde a1, as, b1, ba, c1 y c2 son niimeros reales, y las incégnitas son x e y. La
llave se usa para enfatizar que se quiere que ambas ecuaciones se cumplan a la
vez, es decir, una solucidn al sistema son valores para x € y que hacen vélidas a
ambas igualdades simultdneamente. <

Ejemplo 115. Comprobando si es solucion de un sistema. Podemos compro-
bar que z = 3 e y = 1 es una solucién del sistema

20—y
3x + 2y

2.3-1=6-1=5,

)
11

)

pues

3.3+2.-1=9+2=11. ¢ «

La solucién en el ejemplo anterior también se puede escribir como par or-
denado (3, 1), como veremos en el Capitulo 5 cuando presentemos una interpre-
tacion grafica de este tipo de sistemas y de sus soluciones. Alli encontraremos
también una explicacion para el siguiente hecho.

>
CJ/ Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, ocurre
exactamente una de las siguientes opciones:

= Tiene una solucién tnica.

= Tiene infinitas soluciones.

= No tiene solucion.

*Una ecuacién de primer grado o ecuacion lineal es una igualdad que involucra una o mds
incégnitas con exponente igual a 1, y no contiene productos entre ellas, es decir, una ecuacién que
contiene solamente sumas y restas de miltiplos constantes de una variable a la primera potencia.
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Estas tres opciones son las tnicas posibilidades para las soluciones de un
sistema de este tipo: una, ninguna o infinitas.

Los sistemas reciben un nombre de acuerdo a la cantidad de soluciones que
posean: compatible determinado (solucion tinica), compatible indeterminado
(infinitas soluciones), o incompatible (sin soluciones).

La resolucién analitica de este tipo de sistemas es bastante sencilla, pues con-
siste esencialmente en transformar el sistema en una ecuacion lineal de una sola
incégnita, resolverla y hallar con la solucién obtenida el valor de la incégnita
restante. Para ello, veremos dos métodos que describiremos a continuacion.

> Meétodo de sustitucion. Como su nombre lo indica, este método consis-
te en despejar una de las incdgnitas de alguna de las dos ecuaciones, y sustituir
lo obtenido en la restante.

Para ilustrar el procedimiento, resolvamos algunos sistemas mediante este
método.

Ejemplo 116. Resolviendo por sustitucion: solucion tinica. Resolver median-
te sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo segtn la cantidad de so-
luciones:

2z+4y = -10
T -5y 2.

Solucion: Observando el sistema, lo mds simple es despejar  de la segunda
ecuacién para obtener
x=2+5y. (%)

Abhora sustituimos esta expresiéon donde aparece x en la primera ecuacion y re-
solvemos:

2(2+5y)+4y=-10 <= 4+ 10y +4y = -10 < 14y =-14 <— y=-1.
Ya tenemos el valor para y, por lo que reemplazando en (*) obtenemos
x=2+5(-1)=-3.

Para verificar, podemos reemplazar estos dos valores en ambas ecuaciones y ver
que las igualdades se cumplen. Por lo tanto la solucién al sistema es x = -3,
y = —1, y el sistema es compatible determinado (tiene solucion dnica). «

Ejemplo 117. Resolviendo por sustitucion: infinitas soluciones. Utilizar el
método de sustitucion para resolver y clasificar el siguiente sistema:
2z - 3y 1
-2.

—4x + 6y
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Solucion: Si despejamos z en la primera ecuacién nos queda

1+ 3y
r=—".

(o)

Ahora sustituimos esta expresién donde aparece x en la segunda ecuacion:

Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
-2 -6y +6y=-2,

lo que equivale a -2 = —2. Puesto que esta igualdad es siempre cierta, indepen-
dientemente del valor de y, cualquier niimero real es solucion de ella. Para un
valor fijo de y se obtiene el correspondiente valor de = que hace verdaderas las
dos ecuaciones mediante (©). Para aclarar esto, realicemos la verificacion: sea y
un nimero real cualquiera, y sea

e 1+ 3y

2

Veamos que estos valores satisfacen ambas ecuaciones del sistema dado:

1
20-3y=2(=52) -3y =1 3y-3y =1, ¥
—
1
—4-'17+6;1/:—4( +23”)+6y:—2—6;1/+6:1/:—2. 4
——

xr

Asi, para cada ntimero real y dado se obtiene un correspondiente valor de z, de
manera que ambas igualdades se cumplen. Por ejemplo, cuando y = 1 el valor de

T es % =2, o cuando y = 0 entonces = = % = % Luego la ecuacién tiene
infinitas soluciones, por lo que el sistema es compatible indeterminado. «

Ejemplo 118. Resolviendo por sustitucion: sin solucion. Resolver mediante
sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo:

T+Y
2x + 2y

Solucion: Si despejamos y en la primera ecuacién nos queda

3
2.

y=3-z.
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Ahora sustituimos esta expresién donde aparece y en la segunda ecuacién:
20 +2(3-x)=2.
Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
20 +6-2x =2,

lo que equivale a 6 = 2. Puesto que esta igualdad es falsa independientemente
del valor de z, la ecuacién no tiene solucién, y por lo tanto tampoco la tendra el
sistema. En este caso, es un sistema incompatible. «
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Aplicaremos lo aprendido sobre sistemas para resolver problemas concretos,
como el siguiente.

Ejemplo 122. Las edades de Camila y de su mamd suman 54 afios, y dentro de
9 afios la edad de la mam4 serd el doble de la edad de Camila. ;Cudantos afios
tiene cada una ahora?

Solucion: Llamemos x a la edad de Camila ahora, e y a la edad actual de su
mam4. Entonces, las respectivas edades dentro de 9 afios seran z+9 e y+9. Los
datos del problema nos dicen que

r+y = b4 (pues las dos edades suman 54 afios)
2(x+9) = y+9 (loqueocurrird en 9 afios).

Resolveremos este sistema por sustitucion, despejando = de la primera ecuacion:

x=54-y, (T)
y reemplazando en la segunda:
2(4-y+9)=y+9 < 2(63-y)=y+9
— 126-2y=y+9
= 117=3y
— 39=y.

Esto significa que, luego de verificar, la edad de la mama de Camila es 39 afios,
y de (1) tenemos que la edad de Camila es x = 54 — 39 = 15 afios. «

Ejercicios 4.4

1. Resolver los sistemas planteados en los Ejemplos 84 y 85 de las paginas 96
y 97, respectivamente.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por sustitucion y cla-
sificar cada uno segun sus soluciones:

20 -y = 5 8x -2y
(a){x+4y = 7 (b){—12x+3y

I
-~ Ot
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4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

10.

11.

12.

z-y = 1 2zx+y = 1
(C){4w+3y = 18 (d){ 6z-3y = -3

. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por igualacién y cla-

sificar cada uno segtin sus soluciones:

2¢0+y = 1 -2y = 6
(a){3m+4y = 14 (b){—éx+y = -3
2./L'+y = 7 rT—-y = 2
(c){x+2y = 2 (d){Qx—Qy = 5

. Encontrar dos niimeros tales que su suma sea 40 y su diferencia sea 14.

444

. & Carolina tiene hoy el triple de edad que su hijo José. Dentro de 15 afios,

la edad de Carolina serd el doble que la de su hijo. ;Cudntos afios més que
José tiene su madre hoy?

. \w Hallar 1a medida de los lados de un rectdngulo cuyo perimetro es 20 cm,

sabiendo que el lado menor excede en 1 cm a la mitad del lado mayor.

. = Un puesto de frutas vende dos variedades de frutillas: pequefias y gran-

des. Una caja de frutillas pequeiias se vende en $50, y una de frutillas grandes
se vende a $70. En un dia, el puesto vende 61 cajas de frutillas por un total
de $3810. ;Cuadntas cajas de cada tipo se vendieron?

. @ Las edades de Franco y Clara suman 16 afios, y dentro de 12 afios, la

edad de Clara superara en 4 afios a la mitad de la edad de Franco. Determinar
las edades que tienen hoy Franco y Clara.

. @ El costo de las entradas a un teatro es de $80 para los adultos y $50

para los nifios. Si el sdbado pasado asistieron 248 personas y se recaudaron
$15250, ¢cudntos adultos y cudntos nifios asistieron a la funcién el sdbado?

@O En un estacionamiento hay 59 vehiculos entre autos y motos. Si el total
de ruedas es de 202, ;cuantos autos y cuantas motos hay?

é Una empresa que fabrica valijas recibe un pedido para un dia determina-
do. Al planificar la produccién determinan que si fabrican 250 valijas al dia,
faltarfan 150 al concluir el plazo que tienen. Si fabrican 260 valijas diarias
entonces les sobrarian 80. ;Cudntos dias tienen de plazo y cudntas valijas les
encargaron?

= La contrasefia de wifi de una escuela posee 6 digitos. Cuando un alumno
la solicita, se le entrega la siguiente instruccion: las 3 primeras cifras corres-
ponden a un nimero z, y las 3 ultimas a un nimero y, los cuales satisfacen
que y — 2z =169 y 3z —y = 18. ;Cudl es la contrasefia?
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13. ' Melina comprd una remera y gastd 185 pesos. La pagd entregando el
importe justo, con 10 billetes de dos tipos: de 5 pesos y de 50 pesos. ;Cudntos
billetes de cada clase entreg6?

14. ¥ En una cafeteria se usan dos marcas de café, una de 6 pesos el kilo y
otra de 8.50 pesos el kilo. El encargado quiere preparar una mezcla de las
dos clases cuyo precio sea 7 pesos el kilo. ;Cuéntos gramos debe poner por
kilo de cada marca?

15. Expresar lo siguiente como un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incogni-
tas y resolverlo:

D+H+ P-4 7
S+S +O+WH - (3

Luego, utilizar lo obtenido para hallar el valor de:

@d - PHx$
®) O+ S x®

4.5. Inecuaciones

Una desigualdad es una expresion que contiene alguno de los siguientes
simbolos de orden:

< (menor), > (mayor), < (menor o igual), > (mayor o igual).

Las desigualdades que contienen alguno de los dos primeros simbolos se llaman
estrictas, mientras que las que contienen alguno de los dos dltimos se denomi-
nan no estrictas.

>
EJ/ Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones conteniendo
uno o mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados de los simbolos de la desigual-
dad se llaman miembros.

Las siguientes desigualdades son ejemplos de inecuaciones:
22 -2>5x+1, 3z +2/x-1]>0,

(z-2)(x+3) <0,

x4—3<x3+2x, 5
%+ 6
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Las soluciones de una inecuacion son todos los valores que hacen que la de-
sigualdad sea cierta. Al igual que en el caso de las ecuaciones, cuando la inecua-
cioén esté modelando un problema concreto, habrd que elegir entre las solucio-
nes de la inecuacién aquellas que tengan sentido en el contexto del problema.
La diferencia esencial con las ecuaciones es que las inecuaciones suelen tener
infinitas soluciones, las cuales se representan mediante la notacién de intervalo
presentada en la Seccién 2.3 del Capitulo 2.

Se dice que dos inecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto
de soluciones.

Aprenderemos a resolver inecuaciones que tengan solamente una incogni-
ta. El proceso de resolucidn de inecuaciones se basa (igual que en el caso de
las ecuaciones) en la transformacion de la inecuacion inicial en otra equivalen-
te mas sencilla. La tnica diferencia entre la resolucién de una ecuacién y una
inecuacion es que ciertas operaciones invierten el sentido de la desigualdad. Si
bien a lo largo del Capitulo 2 hemos enunciado el efecto en las desigualdades de
cada una de las operaciones, reuniremos aqui todas estas propiedades de orden
para facilitar la lectura:

(0.1) z<y < z+c<y+c, paracualquier creal.
(0.2) x<y < x-c<y-c, paracualquier c > 0.
(0.3) <y < x-c>y-c, paracualquier c < 0.

(04) Siz-y>0: r<y < %25.
(0.5) Siz,y>0: z<y < z?<y9, paracualquier g > 0.
(0.6) Siz,y>0: x<y < log,x <log,ycuando a > 1.

(0.7) Siz,y>0: x<y < log,x >log,ycuando 0 <a < 1.

Las mismas propiedades valen reemplazando los signos < (menor o igual)
por < (menor estricto), y los signos > (mayor o igual) por > (mayor estricto). <3

La propiedad (0.1) establece que si a los dos miembros de una inecuacién
se les suma (o resta) la misma cantidad, se obtiene una inecuacién equivalente
con la desigualdad en el mismo sentido: 2 < 3 entonces 2+7 < 3+7y 2-7 < 3-7.

Las propiedades (0.2) y (0.3) dicen que si se multiplican (o dividen) los
dos miembros de una inecuacidn por una misma cantidad, se obtiene una inecua-
cién equivalente con el mismo sentido de la desigualdad si esa cantidad es po-
sitiva, pero con el sentido contrario si esa cantidad es negativa: 2 < 3 entonces
2-5<3-5,pero2-(-5)>3-(-5).

La propiedad (0.4) establece que los reciprocos de nimeros con igual signo
(es decir, ambos positivos 0 ambos negativos), invierten el orden de la desigual-
dad: 2 < 3 entonces % > % También, —5 < —4 entonces —% > —%.
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La monotonia de la potencia (y por lo tanto de la raiz) para bases positivas
es lo que afirma la propiedad (0.5) , en cuyo caso el sentido de la desigualdad

se preserva si el exponente es positivo*: 4 < 9 entonces /4 < /9y 4° < 9°.

Sin embargo, si el exponente es negativo el sentido se invierte: 4 < 9 entonces

1 1
472 >972 y47° > 97, Esto se prueba de forma general a partir de la definicién
de potencia con exponente negativo, combinando (0.4) y (0.5) :

(0.8) Siz,y>0: <y < x?2>yI, para cualquier g < 0.

Las propiedades (0.6) y (0.7) establecen que aplicar logaritmos en ambos
miembros de una inecuacién mantiene el sentido de la desigualdad cuando la
base es mayor que 1, pero lo invierte cuando esta es menor que 1: log, 4 < log, 9

pero log: 4 >log1 9.
2 2

Ejemplo 123. Resolviendo inecuaciones. Resolver la inecuacién -2z +1 > 7.

Solucion:

(0.1) (0.3)

2r+1>7 <— 2r>6 <— zx<-3.

Luego, el conjunto solucién es S = {x € R : & < -3}, el cual puede expresarse
también como el intervalo (—oo, —3], y representarse graficamente como

-3 «

“No se infiere de esto que para bases negativas el sentido se invierte. Recordemos que las bases
negativas se descartan al momento de enunciar propiedades ya que algunas no valen.
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Ejercicios 4.5

1. Resolver el problema planteado en el Ejemplo 86 de la pdgina 97, suponiendo
que solamente se consideran niimeros naturales para las edades.

2. }‘. La ganancia de una empresa que vende paletas para tenis de mesa viene
dada por G(x) = 5(3xz-7) —8(x +10), siendo x el nimero de unidades ven-
didas. (A partir de cudntas unidades vendidas la empresa obtiene ganancias?

3. h Una empresa tiene unos costos de produccion fijos de $2400, més $12 por
cada unidad de producto fabricada. Sabiendo que el precio de venta de cada
unidad de producto es de $16, calcular a partir de cuantas unidades vendidas
la empresa tiene beneficios.

4-25. Resolver las inecuaciones.
4. 5(4-3x)>2

5. -2(-3x +5) <2(z+3)

6. 2(x-2)+3x<5zx+6

3(z-1) z-3
7. - xT > B}

8 |pt-9|>1

9. |-3-2y/<4
10. 2|z +1]+8<0
1. |3-/-5>0
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RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS

Respuestas

Capitulo 2
Seccion 2.1
1. -15<-7<-2<0<4<6<8<12.

2. A= {_47 _3’ _27 _la 07 la 27 3) 4}’ B = {_27 _17 07 1) 2a 37 4a 5}’
C=1{4,56,7,8), D={1,234,586,7.

3. Larespuesta no es tnica, ya que depende de si se toman desigualdades estric-
tas 0 no, o extremos enteros o no. Si consideramos solamente desigualdades
no estrictas con extremos enteros, entonces:

E={zxeN:2<2<3}, F={zeZ:-2<x<4},
G={reN:7<x <11},

4. El primer elemento de H es 5,elde J es 1,y el de K es —3. El conjunto I no
tiene primer elemento.

Seccion 2.2
1. propia; impropia; aparente; impropia; propia.

2. No, pues 2-24 +# 8- 3. Si, porque 1-24 =8-3 =24. No, pues 3-8 # 9-4. Si,
porque 5-9 =15-3.

3 04_16. 3_12. 5_-5. =6_-3
*5T2° 772" 3-3° 1°-72°

4, W0 _5. 9 _3. -1_1. 28_4. 36_3
* 8§ "4 2478 =373 213 60 5

5. En % del tanque hay 480 litros de agua, y en % del tanque hay 900 litros. Los
gréficos respectivos son:

240 300
240 300
240

240 300
240 300

6. Se usardn $850 en bebida y $1785 en comida. Quedan disponibles $340, los
cuales representan un % del total.

7. El envase de la marca A contiene & = 2 de litro, mientras que el envase

10~ 5
de la marca B contiene 70 de litro. Luego, el litro de leche marca A cuesta

10
% - 24 = 40 pesos, mientras que el litro de leche marca B cuesta % -21 =30
pesos.
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Respuestas

Subseccion 2.3.1

1. (a) 31 (d) 37 (8 2V16=2V4
(b) —45 (e) 23/25 (h) -73
(¢) 90 ® V7 ( 2
3y % (e) (a+20°~3)/a
2. (a) z3y (¢) a30 e) (a+2a”-3)\a
3
(b) 272 (d) abic!
3. (a V5 () b
3 1 13
(b) V3 @) a2b3c6
1 4a’
4. (a) In (x4(x + 3)4) (¢) logy T
(d) log, (z°(z+1)°)
5. Es muy sencillo hallar casos para los que las igualdades no se cumplan.

10.

338

. El error fue aplicar la propiedad distributiva de la potencia con respecto a la

suma:
22 +y2 # (x+y)2.

La dosis debe ser de 362 + 42 = 1312 miligramos, y no de (36 + 4)? = 402 =
1600 miligramos.

. (-2)* = 16 y -2* = -16. Los resultados son opuestos. Esto demuestra la

importancia del paréntesis.

. (-2)% = -8y —2% = -8. Los resultados son iguales. La diferencia con el

ejercicio anterior es que la potencia es impar ahora.

. Laigualdad incorrecta es la (b), ya que las propiedades de la potencia no son

necesariamente validas cuando la base es negativa.

El razonamiento correcto es el segundo, ya que la definicién de potencia con
exponente racional no puede aplicarse si el mismo no estd en su forma irre-
ducible cuando la base es negativa.
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Subseccion 2.3.2

1. 2.65 x 108 metros 5. 3567400000
2. 1.5 x 10722 kilogramos 6. 0.0000000123
3. 1.0204 x 10?® litros 7. 640000

4. 1.02 x 102 gramos 8. 0.0000082

Subseccion 2.3.3

1. (a) 5 < 8, entonces 5 -2 < 8—2.
(b) 5 < 8, entonces 5-(-2) > 8-(-2).
(¢) 2 > (-3),entonces 2-4 > (-3)-4.

(d) (-4) < (-3), entonces (—4) - (-2) > (-3)-(-2).
(e) 5 > 3, entonces 5% > 3%.

(f) 4 < 6, entonces 4% < 65.

(g) 4 < 6, entonces log; 4 < log, 6.

(h) 4 < 6, entonces log1 4 > log1 6.
3 3

2. A=[-2,3); B=(4,0); C=(0,4]; D =(-00,-2].

! ! ! ! [ 1 1 1 1 N 1L L L
T T T T | ™ T T T T » N T T
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
A B
“ 1 1 1 1 -l ! I'a 1 1 1 . | ! 1
T T T T o T LY T T T . | T T
6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
D C
3.
(2,5)={zeR:2<z <5}, [2,00) ={zeR:x >2},
[-2,1)={zeR:-2<x <1},
(—00,0) ={x eR: 2 <0}, (-6,-3]={zeR:-6 <z <-3}.
<« : : : : —— — —3 :
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(_0070) (275)
I'a 1 1 .l o 1 1 Al i 1 1 1 1 >
N\ ! L) L ! ' /7 13 T
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(_6*_3] [_2'1) [2*00)
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4. (@) (-2,3)u[0,5] = (-2,5]: (-2,3)n[0,5] = [0,3).

1 1 1 1 [ L N .| 1
T T T T Ly T | = P T P | T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(b) [3,8)u[8,11]=[3,11]; [3,8)n[8,11]=g.
1 ! ! ! C L L L L A" o L f . |
T T T T C T T T T y, ™ T T .
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(¢) (-3,2]u[2,6)=(-3,6); (-3,2]n [2,6) {2}
} } } - } } } } IE } } b
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Subseccion 2.3.4
1. (a) 15 ) 4
(b) 7 (e) —4
() -8 ) 4
2, sizx-22>0,

9

r, sizx-2<0.

2. (a) |x—2|:{ 325:

{ 2z +11, si3-z>0,

(b) 23 -2+ 22 -1, si3—x<0.

_ y—-4, si2y-3>0,
(© [2y-3[-1= { —2y+2, si2y-3<0.

—4r -4, siz+12>0,
@ _4|x+1|_{ dr+4, siz+1<0.

-z+1, si-x-120
e |-x-1+2= o DS
(© | | { x+3, si-x-1<0.
3. A continuacion, graficamos los conjuntos A, B y C, respectivamente:
| | 4 1 1 1 1 1 N I |
T T LY T T T T T .l T T
3

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

= 4
SR 4
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=
44
x‘\a'
[
iR
o
-
o
w
1
S

. A=[-1,1], B=(-00,-1]u[3,00),C = (-00,-2) U (2,00), D = (-3,3).

2

(@) 4<xr-2<4

(b) 3x+1>2 o 3Bzx+1<-2
() 6<3y<6
d -y+1>2 o -y+1<-2
() 2<t+5<2

.z eR:|z| < -3} =@, {x € R: || > -3} = R. Es decir, ningdn nime-

ro real satisface la primera desigualdad, mientras que cualquiera satisface la
segunda.

. Los valores = 2, y = -3 sirven para demostrar ambos hechos. En efecto,

con estos valores obtenemos:

|lz—y|=12+3|=5 pero |z|-|y|=2-3=-1,

y también
|z +y|=|2-3|=1 pero |z|+|y|=2+3=5.
9. @ |-z+1ll=|z-1 v |-z+1=|-z-1] |-z +1]=|z+1]
(b) |z +3|=]|z[+3 |lz+3|<|z|+3 v |z +3|<z+3
(c) 22 -3|<|22]-3 |20 -3| <22 +3 20 - 3| <|22|+3
(d) |3z -6|=3|z -6 3z -6|=3lz-2| v [3z-6]=-3-z+2]
10. (a) La distancia entre 2y —4 es |2 + 4].

11.

(b) La distancia entre -3y -6 es | - 3 + 6].

Usando la férmula obtenida en el Ejemplo 44, obtenemos una cota para la
distancia entre las casas de Zoe y Mateo:

|Z-M|<|Z-J|+|J-M|<5+2=T.

Hemos usado la inicial del nombre para indicar la ubicaciéon de cada casa.
Entonces, la mayor distancia posible entre las casas de Zoe y Mateo es de 7
cuadras. Gréficamente, esta situacion se da cuando las casas de Zoe y Mateo
se encuentran en extremos opuestos, y la de Jenaro entre ellas.
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12.
$/(-3)6 =3, $/(=3)5 = -3, Vad =, Va3 = .

13. (a) = = -5,y =3:z <y pero |z| £ |y|.
() x=-2,y=-3:|z| < |y| pero = £ y.

(¢) x=-2,y=3,2=-8|z| <|y|l pero |z + z| £ |y + 2|
(pues |z +z|=|-2-8|=10y |y + 2| =3 - 8| = 5).

Capitulo 3

Seccion 3.1

1. (a) Si. Grado 5, coeficiente principal 7.
(b) No.
(¢) Si. Grado 6, coeficiente principal —1.
(d) No.

2. (a) p(z) = -32° + 0z* + 02% + ex® + 02 + 4
b) g(z)=x*-23+322+2+0

(¢ r(z)=-322+2+7

3. (a) Binomio. (d) Cuatrinomio.
(b) Trinomio. (e) Monomio.

(¢) Monomio.

4. (a) -1,2 (d) 97, -2
(b) -24,0 (ORVERVE
(c) 96, 2

5. (@) ¢c=2si,c=0no, c=—4si.
(b) ¢c=0no,c=-1no,c=>5si.

(¢) No, ya que ¢ + 1 es siempre positivo, para cualquier ¢ € R.

Subseccion 3.2.1

1. (@) (p-7r-s)(x)=22" - 523 —4a® -2
M) (p+p)(x) = 22° + 42* - 1023 - 622
3

© (s—r+q)(x)=2°+23+2?-32
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@ (q+p+s)(z)=a’+22* —42° - 222 - 32 + 2

@ (p-q)(z)=2°+42* -62° -322+3x -2y (¢-p)(x) = —2® —4z* +
623 + 322 - 3z + 2. Los resultados corresponden a polinomios opuestos
entre si. Es decir, p— ¢ = —(¢ - p).

2. gr(p+s)=5,gr(qg+s)=3,gr(r+s)=5. No existe una regla sobre el grado
de la suma de polinomios.

3. El perimetro, en cm, estd dado por p(z) = 422 + 2z, el cual cuando z = 2 vale
p(x) =20 cm.

Subseccion 3.2.2

1. El resultado en ambos casos es 32° — 322 + 3z - 3.
2. 17

3. 16

4. (a) —27

(b) 928 —32° - 32* - 623 + 1122 -2 -3

4342

() 28 +2"-22° -2
(d) 2° +52* + 623 — 422 - 202 - 24

(e) —x° +8x% - 12z

5. (a) x°+ 14x +49
(b) 422 -12x+9
() 20 +22% +1
(d) x-1222% + 48z - 64
(e) %x?’ + %a:2 + %x +27
) 25-324+322-1
(g) t2-49
(h) 1622 - ¢?
i z-3
(J) $4 _ 7.1_2

&) 2* + 623 + 522 — 242 - 36

Subseccion 3.2.3
L (@3 (b)) -2z (V2
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2.5

W

. (-12%+ 52 +1) (2-42? +22%) + (5a? - 10z + 10) =

= —z° + 12z - 182” + 12.
4. Se indica el resultado, la verificacién queda a cargo del lector.

(a) Cociente: 6x — 8, resto: —4x + 15.

(b) Cociente: = + 5, resto: 0.

(c) Cociente: 422, resto: 422 + 1.

(d) Cociente: 32> — 2 + 5z — 2, resto: 10x — 5.

5. Seindica el resultado, la verificacion queda a cargo del lector.

(a) Cociente: 623 + 2022 + 30z + 68, resto: 134.
(b) Cociente: z2 + 222 + 14z + 73, resto: 360.
(¢) Cociente: —3z* + 423 — 322 — 2z + 2, resto: —4.
(d) Cociente: 622 — 1522 + 30z — 60, resto: 123.

6. (a) Cociente: 223 — 622 + 15z — 43, resto: 126.

(b) Cociente: 2 + 4z + 4, resto: 0.
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UNL - FACULTAD Profesorado en Biologia
DE HUMANIDADES Licenciatura en Biodiversidad
Y CIENCIAS

RESPUESTAS DE ACTIVIDADES - Factorizacién de polinomios

a) x*—4x3+x?=x*(x?—4x+1)

b) 10x2 + 25x + 15 = 5(2x? + 5x + 3)

Q) I+T=2(;+3)

d) 9t — 6t? + 12t® — 18t° = 3t%2(3t — 2 + 4t° — 6t7)

e) 3x(x+1)+5(x+1)=(x+1)(3x+5)

f) z3 — 4z = z(z? — 4) Lo que queda dentro del paréntesis se llama Diferencia de
Cuadrados y se factoriza de la siguiente manera: z? — 4 = (z — 2)(z + 2)

g) s —12s5% 4+ 36s = s(s> — 125 + 36). Lo que queda dentro del paréntesis se
llama Trinomio Cuadrado Perfecto y se factoriza de la siguiente manera:

s?—12s+ 36 = (s — 6)?

2 8 14 2 : 7
h) =x® —-x? + —x3 ==x? (x‘" —4 —x)
) 3 3 XT3 3 t3



Respuestas

Capitulo 4

Seccion 4.1

1. Sea x el precio del kilo de limones, en pesos. Entonces el kilo de manzanas
cuesta 2z, y la igualdad resultante es

3(2) + 5 = 165,

o equivalentemente 11z = 165. También puede plantearse con dos incdgnitas
como
3y + bx = 165, Yy =2x,

siendo y el precio del kilo de manzanas, en pesos.

2. Sea x la cantidad que recibe el hermano mayor, en pesos. Entonces el her-
mano del medio recibe x/2 y el pequefio recibe 2:/8. Luego, debe valer la
siguiente igualdad:

e+ Z 4T 21300,
278

3. Sea V la cantidad de visitantes. Entonces la cantidad de locales es V' + 4800,
y el enunciado establece que

V + (V +4800) = 43200,

o equivalentemente 2V + 4800 = 43200.

4. Sea x la capacidad del biddn, en litros. Entonces el problema establece que

1 -3
8a:+38— S

5. Sea x la cantidad de litros que tenia Agustin en el tanque. Entonces x satisface

%x+%(m—§x):20.

Seccion 4.2

1. Ejemplo 82: el ntimero es 56.

Ejemplo 83: viajan 50 uruguayos, 90 chilenos y 280 argentinos.

2. Ejercicio 1: el kilo de manzanas cuesta $30, y el de limones cuesta $15.
Ejercicio 2: el mayor recibe $800, el del medio $400, y el pequefio $100.
Ejercicio 3: hay 24000 locales y 19200 visitantes.

Ejercicio 4: la capacidad del bidén es de 80 litros.

Ejercicio 5: tenia 24 litros en el tanque.
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3. £=-2(obien S = {-2}) 14. =1

4. £ =8 15. z=-3

5.y=-1 16. v =-1

6. v=-13 17. z =3

7. x=1 18. S = @ (pues = = -2 es no permitido)

8. §={-5,11} 19. S={-2,7}

9. S=@ 20. x =2 (x = —4 es no permitido)
10. S={-3,0, 5,8} 21. z = 3 (la base debe ser positiva)
1. S={-7,-%} 22. z =2 (x = -8 es no permitido)
12 z= 17 23. z=%

13. z=3 24. =6

25. (a) S={-2,1,3} @ S=1{1,2}
() S={-2,0, 3} (e) S={-3,4}
(c) S={-5,5}

26.
27.

28.

29.

30.

31.

<

La ecuacion es 4000 + 120z = 8440, siendo x la cantidad de discos vendidos
en el dltimo mes. Solucién: « = 37. Luego, Cintia vendié 37 discos en el
altimo mes.

Si x es el numero buscado, la ecuacion es 81z = z + 154000.
Solucién: x = 1925. Es decir, el nimero buscado es 1925.

Sea x el menor de los tres nimeros buscados. Entonces debe satisfacer la
ecuacion x + ( + 2) + (z + 4) = 99. Solucién: = = 31, y los dos impares
siguientes son x + 2 = 33 y « + 4 = 35. Luego, los tres nimeros buscados son
31, 33 y 35, por lo que la suma de los dos mayores es igual a 68.

Si x es la cantidad de locales, entonces la ecuacion es
z+ 2 = 3400
12 ’

10 _ 5

pues 5; = 13- Solucion: x = 2400. Por lo tanto, asistieron 2400 locales.

Sea z la edad de José (y Franco). Entonces la edad de Francisco es 5 + 3y la
de Luciano es  + 7, por lo que la ecuacién es

T+x+ 3 +3+35+7=46.
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Solucién: x = 12. Entonces José y Franco tienen 12 afios, Francisco tiene 9
afios, y Luciano tiene 13 afios.

Seccion 4.3

1. (a) S={-6, 6} @ S-=1{0,1}
(b) S=g (e) S ={0} (x =1 es no permitido)
(¢) S={0,2}
2. c=16
3. () (z-1)2+4 M) (z+2)%-3 © -2(z+1)"+2
4. (a) S={-3,2} (© S=0
(b) S={-2} @ S={-1,4}
5. (a) S={-5} (b) S={-4,1} (© S=0

6. (a) S={0,-3}
(b) S={1, -}
(c) S={-3,1}
(d) S ={-3} (x =1 es no permitido)
(e) S={5} (x=1es ficticia)
M S={1}
(® S={0,2}
th) S={1}(z=0yz= —% son no permitidos)

7. (a) A > 0: 2 soluciones.
(b) A < 0: sin soluciones.
(¢) A = 0: solucién unica.

8. a=16

9. (@) p(z)=(z+2)(z+4)
() g(z) =3(z+2)(z-1)
(© r(x)=(z+9)(x-7)

10. La base mide 38 cm, y la altura 36 cm (la solucién negativa se descarta por
el contexto).
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11.
12.
13.
14.
15.

El ntimero buscado es 8.
Los nimeros son 7'y 8.
Los niimeros son 6 y 8.
Los nimeros son 13y 15.

El joven tenia 22 afos (la solucién = = 4 se descarta por ser menor de edad).

Seccion 4.4

1.

wn

o L 3 &

10.
11.
12.
13.
14.

Ejemplo 84: = = 3, y = 9 (longitudes de los lados del rectangulo).
Ejemplo 85: 12 y 52 afios.

. (@) = =3, y =1. Compatible determinado.

(b) Sin solucién. Incompatible.
(¢) = =3,y =2. Compatible determinado.

(d) Infinitas soluciones. Compatible indeterminado.

. (@) z = -2,y =5. Compatible determinado.

(b) Infinitas soluciones. Compatible indeterminado.
(¢) = =4,y =-1. Compatible determinado.

(d) Sin solucién. Incompatible.

. Los nimeros son 13 y 27.

. Carolina tiene hoy 45 afos y José tiene 15. Asi, Carolina tiene 30 afios més

que su hijo José.

. Los lados miden 6 y 4 cm.
. Se vendieron 23 cajas de frutillas pequefias y 38 de frutillas grandes.
. Clara tiene 4 afios y Franco tiene 12.

. Asistieron 95 adultos y 153 nifios.

Hay 17 motos y 42 autos.

Tienen 23 dias de plazo y les encargaron 5900 valijas.

La contrasefia es 187543.

Entregé 7 billetes de 5 pesos y 3 de 50 pesos.

Debe poner 600 gramos del que cuesta $6 y 400 gramos del que cuesta $8.50.
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15. Denotemos con z al par de etiquetas, y con y al lapiz. Entonces el sistema es

3xr-y = 7
2u+2x = 18.

Su solucién es = = 4, y = 5. Luego:
(@)b5-4-4=-11, (b)2+5-4 =22 (hay una etiqueta).

Seccion 4.5
1. S={zeN:24<x <28} ={25, 26, 27}.

2. A partir de 17 unidades.
3. A partir de 601 unidades.

4. 5= (-0, 16. S =[1,00)
5. 5= (-o00,4) 17. S=(2,4)

6. S =(-00,00) 18. S =[11,00)
7. 5-2 19. S =(-o00,-1]
8. S=(-00,8)u(2,00) 20. S = [3, 00)
9. SZ[‘%?%] 21. S:(%,Z)

10. S = (00, ~5) U (3,0)
22. §=[-2,2]

11. S = (~00,-2] U [8, o)

23. S = (~00,-3]U(1,3]

12. S =[-3,2]
13. S =(-00,-T)U(2,5) 24. S =(-00,-1]U[1,00)
14. S =[2,7] 25. §=(-00,-2)U[1,2) U(2,00)

15. S = (—00,-2] U [2, 00)

26. (a) S=(-2,-1) (©) S =(-00,5]
(b) S =[2,1]U[3,0) @ S =(-3,0)U(3,00)

27. 7
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